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2 Einfihrung in die Informatik

Beschreibung der Lehrveranstaltung

Die Methoden der Informatik nehmen heute in der Elektrotechnik grolen Raum ein. Anwen-
dungsgebiete sind (unter vielen anderen):

- Entwicklung und Konstruktion hochstintegrierter Schaltungen

- Anforderungserfassung, Planung, Bau, Diagnose, Dokumentation und Pflege von Anlagen
(Computer Aided Engineering, CAE)

- Simulation von Schaltungen, Nachrichtennetzen und Automatisierungssystemen

- Anwendungssoftware in informationstechnischen Systemen und in Automatisierungs-
systemen.

Ziel: Die Lehrveranstaltung vermittelt grundlegende Konzepte des Aufbaus und der Pro-
grammierung von Rechnern. Der Teilnehmer ist schlieBlich in der Lage, kleinere Aufgaben
und Probleme mit Hilfe des Rechners selbst zu 16sen.

Konzept der Lehrveranstaltung: Die Sichtweise dieser Lehrveranstaltung ist grundsitzlich
abstrahierend und generalisierend. Elementare Techniken der Informatik werden auf kon-
struktivem Wege eingefiihrt und nicht einfach vorgestellt. Das dient dem besseren Verstiand-
nis der bekannten Losungen und erleichtert die Ubertragung auf neue Probleme - also das
Erfinden.

Aufbau: Die Lehrveranstaltung besteht aus einer Vorlesung mit 24 Lektionen. Einige zusitz-
liche Lektionen sind in der Gliederung mit einem Sternchen gekennzeichnet. Parallel dazu
lauft das Praktikum. Die 12 Lektionen des ersten Semesters behandeln die technischen und
sprachlichen Grundlagen der Informatik. Am Computer finden im ersten Semester Ubungen
mit dem Betriebssystem, mit einem Editor und mit fertigen Programmen statt: MS-DOS,
SPICE, LogScope, LogTrans. Im zweiten Semester soll der Einstieg in hohere Pro-
grammiersprachen (Pascal, ¢) durch die Programmierung grundlegender Algorithmen voll-
zogen werden. Fiir die Grafikausgabe wird ein Tabellenkalkulationsprogramm genutzt (Ex-
cel).

Begleitmaterial: Das Skriptum besteht aus zwei Teilen, in denen der Stoff der zweisemestri-
gen Lehrveranstaltung knapp zusammengefasst ist, und aus einem Begleitheft zum Prakti-
kum. Das Skriptum ist gedacht als Leitfaden, nicht etwa als Lehrbuch. Zum Gebrauch von
guten Biichern wird dringend geraten! Finden Sie selbst heraus, was Thnen weiterhilft. Die
Literaturhinweise des Skriptums sollen bei der Auswahl helfen. Will man die Wirkung von
Programmen und Algorithmen verstehen, muss man sich die von ihnen gesteuerten Abldufe
klar machen. Fiir die Darstellung solcher Abldufe eignet sich ein statischer Text nicht sehr
gut. Auch an der Wandtafel entsteht eher Verwirrendes. Deshalb werden in Ergédnzung zum
Skriptum Animationen angeboten. Sie sind auf der Web-Page http://www.fh-
fulda.de/~grams/informat.htm zu finden.

Tips
1. Beschiftigen Sie sich von Anfang an intensiv mit dem angebotenen Stoff und nehmen Sie
die Ubungsangebote wahr: die Klausur ist schneller da als man glaubt.

2. Sollten Sie die Bedeutung eines in der Lehrveranstaltung verwendeten Begriffes einmal
nicht parat haben, sehen Sie im Sachverzeichnis nach. Sie finden an der ersten Verweis-
stelle den Begriff in Kursivschrift und meist auch eine Begriffsbestimmung.

3. Nicht alle Ubungen und Aufgaben des Skriptums werden in der Lehrveranstaltung behan-
delt. Versuchen sie jedenfalls immer, diese Aufgaben selbst zu 16sen. Wenn Sie Fragen
dazu haben, dann kdnnen diese, je nach Bedeutung fiir die Allgemeinheit, in der Vorle-
sung, im Praktikum oder in der Sprechstunde behandelt werden.
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1 Technische Grundlagen

,»Meines Erachtens gibt es einen Weltmarkt fiir vielleicht fiinf Computer*
IBM Prisident Thomas Watson, 1943

zitiert nach Hermann Maurer
Informatik-Spektrum 23 (2000) 1, S. 51

1.1 Die Mechanisierung des Rechnens

Stellenwertsystem und Algorithmus. Anmerkungen zur historischen Entwicklung und zum heu-
tigen Stand der Informatik.

Eriks Trick: Sack fiir Sack tragen die Packleute in das Lager. Erik zahlt mit: Fiir jeden Sack
legt er - aus einem Vorrat von Steinen - ein Steinchen in ein rechteckiges Feld, das er sich im
Sand aufgemalt hat. Gegen Mittag wird der Steinchenvorrat allmdhlich knapp. 202 Sicke sind
gezihlt. Gliicklicherweise ist jetzt Mittagspause und Erik tiberlegt, wie er mit weniger Steinen
beim Zdhlen auskommen kann. Er erinnert sich an einen alten Trick: Zunéchst einmal ergéinzt
er sein Rechteck um einige weitere Felder, Bild 1.1-1 a.

(a) 202
(b) 40 |2
(c) & 0 2
(d |1 3 0 2

Bild 1.1-1 Eriks Trick

Dann teilt er seine ,,Zdhlsteine” gleichméBig auf ebensoviele Haufen auf, wie er Finger an
einer Hand hat. Dabei bleiben 2 Steine iibrig, die ldsst er liegen. Von den fiinf Steinhaufen
legt er alle bis auf einen wieder zum Vorrat zuriick. Einen der Haufen aus 40 Steinen hinge-
gen legt er in das néchste Feld weiter links, Bild 1.1-1 b.

Nun wiederholt er diesen Schritt: Er teilt die 40 Steine auf fiinf Haufen auf. Diesmal bleibt
nichts iibrig. Er ldsst das Késtchen leer (wir schreiben eine 0 hinein), ibernimmt einen der
fiinf Haufen zu je acht Steinen in das néchste Feld und wirft die anderen zum Vorrat, Bild
1.1-1 c. Die acht Steine teilt er erneut auf, wirft vier der fiinf ,,Haufen* (je ein Stein) zum
Vorrat, iibertrdgt einen in das nédchste Feld und ldsst den Rest liegen, Bild 1.1-1 d.

Jetzt gibt es nichts mehr aufzuteilen. In jedem der vier Felder liegen weniger als 5 Steine.
Erik hat sein Ziel erreicht: Anstelle der urspriinglich 202 Steine bendtigt er nur noch sechs.

Wenn Erik wieder fiir jeden Sack einen Stein haben will, geht er genau umgekehrt vor: Er
muss die Steine nur von links nach rechts transportieren und immer, wenn ein Stein von ei-
nem Feld in das rechts daneben liegende Nachbarfeld wechselt, vier weitere Steine aus dem
Vorrat dazulegen.

Was Erik da macht, ist nichts anderes als die Zahlendarstellung im Stellenwertsystem zur Ba-
sis fiinf. Als Basis kann man jede andere natiirliche Zahl groBer 1 wéhlen. Falls eine andere
Basis als 10 gewdhlt wird und Verwechslung droht, schreiben wir die Basis als tiefgestellte
Dezimalzahl an die Ziffernfolge. Offenbar gilt 202 = (1302)s.

Die Bezeichnung ,,Stellenwertsystem* ergibt sich aus der Tatsache, dass den Steinen je nach
Position verschiedene Werte zukommen: Jeder Stein im ganz rechten Késtchen steht fiir sich
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selbst. Jeder Stein im zweiten Feld von rechts steht fiir finf Steine. Jeder Stein im dritten Feld
von rechts steht fiir fiinf mal fiinf, also fiinfundzwanzig Steine usw.

Eriks Vorgehen ldsst sich verallgemeinern: Um die Darstellung einer positiven Zahl z in ei-
nem Stellenwertsystem zur Basis b zu erhalten, verfahrt man so':

(1) Setzexp=1z

(2) Berechne X; und r, so dass Xy =bx; + round ro <b
Berechne X, und ry, so dass X; =bx, + ryund ry <b
Berechne x5 und r,, so dass X, =bx3 + r,und r, <b

(3) Beende die Rechnung, sobald fiir einen Index n gilt X, =0

Es wird also mehrmals hintereinander die ganzzahlige Division mit Rest angewendet. Durch
sukzessives Einsetzen ergibt sich

z
= Xq

=bx; +rg

=b-(b-xy +ry) +ry=b2xy +bry +rg

=b2:(bX3 + ry) + b-ry +rg=b3x3 +b2ry +b-ry + 1

=bM"-lr +...+b2ry+br +r
=b"lry | +...+b2ry+blr +b0r

= (M-1---M2r oy

Dabei ist die letzte Zeile nur als abgekiirzte Schreibweise der vorhergehenden zu verstehen.

Dass in der kleinen Geschichte von Erik das uns geldufige Stellenwertsystem zur Basis 10 -
das Dezimalsystem - bereits auftritt, tut nichts zur Sache: Es wird nur zur Vereinfachung der
Darstellung benotigt.

Ubung 1: Erldutern Sie, wie Erik wohl am Nachmittag beim Zihlen verfahren wird.
Ubung 2: Was wird er tun, wenn Sicke aus dem Lager heraus getragen werden.
Ubung 3: Wie sieht die Zahl 88 im Stellenwertsystem zur Basis 3 aus?

Erik kommt zu seiner Zahlendarstellung durch einen Algorithmus. Ein Algorithmus ist ein
Satz von Regeln bzw. Handlungsanweisungen, deren wiederholte und mechanische An-
wendung auf ein Problem dieses von einem Anfangszustand in einen erwiinschten Zielzu-
stand iiberfiihrt.

Die Grundeigenschaften eines Algorithmus sind Bestimmtheit, Allgemeingiiltigkeit und Ziel-
orientiertheit. Was heif3t das?

1. Bestimmtheit bedeutet, dass auf jeder Bearbeitungsstufe durch den erreichten Bearbei-
tungszustand und die Handlungsanweisungen der Folgezustand eindeutig festgelegt ist:

! Alle auftretenden Zahlen werden als nichtnegativ vorausgesetzt. Aufler den natiirlichen Zahlen kommt hochs-
tens noch die Null vor.
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Zi+1 = f(z). Hierin ist k eine Stufennummer; zj steht fiir den Bearbeitungszustand auf die-
ser Stufe; die Funktion f ist durch die Handlungsanweisungen gegeben. Erik befolgt die
Handlungsanweisung ,,Teile einen Haufen mit mehr als vier Steinen auf fiinf Haufen
gleichmafBig auf, lasse den Rest liegen, iibernehme einen der Haufen in das linke Nachbar-
feld, werfe die anderen vier Haufen zum Vorrat“. Auf diese Weise kommt Erik vom An-
fangszustand z(, (Bild 1.1-1 a) zum Zustand z; (Bild 1.1-1 b), danach zu z, (Bild 1.1-1 c)
und schlieBlich zu z3 (Bild 1.1-1 d).

2. Unter Allgemeingultigkeit ist zu verstehen, dass der Algorithmus auf eine ganze Klasse
von Problemen anwendbar ist, und nicht blof auf einen speziellen Fall. Das heif3t, dass der
Anfangszustand zu einer Klasse méglicher Anfangszustinde gehort: zy € Zpgang. Klar ist,
dass Eriks Trick auch dann noch funktioniert, wenn eine andere Zahl von Steinen als 202
vorgegeben ist. Zugelassen ist jede natiirliche Zahl.

3. Zielorientiertheit meint, dass nach einer endlichen Anzahl n von Schritten ein Zielzustand
erreicht wird: zp € Zy;.;. Die Menge mdglicher Zielzustinde Zy;,) wird durch eine Zielbe-
dingung - auch Endebedingung genannt - definiert. Fiir Eriks Algorithmus lautet die Ziel-
bedingung: ,,In jedem Feld befinden sich weniger als fiinf Steine®. Im konkreten Fall ist
das Ziel nach drei Schritten erreicht; also ist n = 3.

Die Bedeutung der Algorithmen liegt darin, dass sich mit ihrer Hilfe die Losung eines Prob-
lems in zwei Teilschritte zerlegen lasst:

1. Moglichst priazise und unmissverstindliche Formulierung von Handlungsanweisungen
bzw. Rechenvorschriften.

2. Wiederholte und mechanische Anwendung der Rechenvorschriften auf das konkrete Prob-
lem.

Der erste Teilschritt verlangt Kreativitit. Das ist die Doméne des Menschen. Den zweiten
Teilschritt {iberldsst man besser einer Maschine. Sie kann ohne Ermiidungserscheinungen die
notwendigen Rechnungen stur, schnell und genau ausfiihren.

Das Stellenwertsystem erlaubt es, wirksame Algorithmen fiir die Zahlenrechnung (Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division) zu formulieren. Jeder kennt sie aus der Schule. Zu-
sammenfassend ldsst sich sagen: Stellenwertsystem und Algorithmen sind die zentralen Vor-
aussetzungen fiir eine Mechanisierung des Rechnens.

Anmerkungen zur historischen Entwicklung

Die historische Einordnung von Erfindungen und Entdeckungen kann die Orientierung in
einem Fachgebiet erleichtern. In der Zeittafel (Tabelle 1.1-1), sind einige Daten aus der Wis-
senschafts- und Technikgeschichte zusammengestellt.

Die Basis einer Mechanisierung des Rechnens - und damit der heutigen Informatik - wurde
bereits im Mittelalter gelegt. (So finster war das Mittelalter wohl doch nicht.)

Die Mechanisierung des Rechnens ist eng mit den Namen zweier Personen verbunden: al-
Khwarizmi (im Lexikon auch unter Hwarizmi, Charismi, Chwarismi, Khuwarizmi oder Cho-
rezmi zu finden) und Fibonacci (eigentlich: Leonardo von Pisa).

Al-Khwarizmi erlduterte in einer seiner Arbeiten zur Arithmetik das dezimale Stellenwertsys-
tem (Dezimalsystem) und die darauf beruhenden Rechenverfahren - beides aus Indien iiber-
nommen. Auf seinen Namen geht das Wort Algorithmus zuriick. Sein Werk wurde ins Latei-
nische iibersetzt und hatte grolen Einfluss auf Fibonacci.
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Fibonacci verwendete konsequent die indisch-arabischen Ziffern und zeigte damit die Vortei-
le des Dezimalsystems. Er sorgte mit seinem Buch der Rechenkunst (Liber Abaci) fiir die
Verbreitung dieser Gedanken.

Den mathematischen Fachausdruck Funktion haben wir von Gottfried Wilhelm Leibniz. Er
baute eine arbeitsfahige Rechenmaschine und erkannte die Bedeutung des bindren Zahlensys-
tems, also des Stellenwertsystems zur Basis zwei.

Der Bau von Rechenanlagen profitiert vor allem von der algebraischen Begriindung der Aus-
sagenlogik durch George Boole.

Die formalsprachlichen Aspekte der Logik und das von Gottlob Frege erstmals vollstindig
beschriebene Pridikatenkalkiil bilden die Grundlage der Programmierung von Rechen-
anlagen.

Konrad Zuse ist der ,,Schopfer der ersten vollautomatischen, programmgesteuerten und frei
programmierbaren, in bindrer Gleitpunktrechnung arbeitenden Rechenanlage. Sie war 1941
betriebsfdhig. Das schreibt F. L. Bauer im Geleitwort zu Zuses Autobiographie (1984).

John von Neumann wird die Idee zugeschrieben, Programme genauso zu speichern wie Daten
(Bauer, 1998). Das ist der Anfang der modernen Rechnerarchitekturen.

Friedrich L. Bauer erkannte den Kellerspeicher (Stack) als ein Schliisselelement der univer-
sellen Programmiersprachen. Er ermoglicht unter anderem die direkte Auswertung algebrai-
scher Formeln, wenn diese in der (klammerfreien) umgekehrten polnischen Notation gegeben
sind. Diese Notation wurde von dem polnischen Logiker Jan Lukasiewicz eingefiihrt.

Erlauterung: Der Ausdruck ,,3*(x+1)-a/x* lautet in umgekehrter polnischer Notation ,,3 X 1 +
ax/-«.

Gliederung der Informatik

Heute umfasst die Wissenschaft vom Computer, die Informatik (englisch: Computer Science),
nicht nur das Rechnen!

Die Informatik errang Ende der sechziger Jahre den Status einer neuen Grundlagenwissen-
schaft und wird seither in eigenen Studiengdngen an den Hochschulen gelehrt. Die Teilgebie-
te der Informatik sind in Anlehnung an die Empfehlungen der Gesellschaft fiir Informatik' in
der Tabelle 1.1-2 erfasst.

" Empfehlungen der Gesellschaft fiir Informatik e. V. zur Stirkung der Anwendungsorientierung in Diplom-
Studiengéngen der Informatik an Universititen. Informatik-Spektrum 22 (1999) 6, S. 444-448
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Tabelle 1.1-1 Zeittafel zur Mathematik, Naturwissenschaft und Technik
(kursiv: unmittelbare Bedeutung fiir die Informatik)

Jahr Erfindungen und Entdeckungen
3000 v.C. |Sumerer: Rad
300 v.C. |Euklid: Elemente der Geometrie
820 al-Khwarizmi: Algorithmus, Algebra
1202 | Fibonacci: Dezimalzahlen
1445 Gutenberg: Buchdruck
1543 Kopernikus: heliozentrisches Weltsystem
1616 Galilei beobachtet Venusphasen und widerlegt das geozentrische
Weltsystem
1674 Leibniz: funktionsfahige Rechenmaschine
1765 Watt: Dampfmaschine
1824 Carnot: Kreisprozess
1831 Faraday: elektrische Induktion
1833-37 | Gaul3, Weber, Morse: Telegraph
1842 Darwin: Abstammungslehre Mayer: Energieerhaltungssatz
um 1850 | Anwendung wissenschaftlicher Methoden in Medizin (Asepsis) und
Landwirtschaft (Mineraldiinger)
1854 Boole: Algebra der Logik
1861-76 |Reis, Bell, Gray: Telefon
1865-77 | Clausius, Boltzmann: Entropie
1879 Frege: Pradikatenkalkdl
1865-88 | Maxwell, Hertz: elektromagnetische Wellen
1896 Marconi: drahtlose Telegrafie
1923 Rundfunk in Deutschland
1941 Zuse: Computer
1944 | von Neumann: Konzept allgemeiner Programmverarbeitung
1948 Shockley u.a.: Transistor
1950 Bauer: Kellerspeicher
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Tabelle 1.1-2 Teilgebiete und Facher der Informatik

Technische Informa-  Praktische Informatik Theoretische Informa- Anwendungen der

tik tik Informatik
(Beispiele)

Technologische Grundla-  Programmiersprachen, Automaten, Formale Spra- Automatisierungstechnik
gen Programmiermethodik chen, Berechenbarkeit,

Komplexitét
Rechnerarchitektur, Rech- Datenstrukturen, Algo- Logik, Semantik, Wis- Computergraphik
nerorganisation rithmen sensreprasentation
Maschinennahe Program-  Software-Engineering Formale Spezifikation, Simulation
mierung, Systemprogram- Verifikation
mierung
Betriebssysteme, Rechner- Datenbanken und Infor- Entwurf und Analyse von =~ Wirtschaftsinformatik
kommunikation, Netze mationssysteme Algorithmen
Echtzeitsysteme, eingebet- Mensch-Maschine- Rechtsinformatik
tet Systeme, Robotik Interaktion
Verteilte Systeme Wissensbasierte Systeme Medizinische Informatik

Literaturhinweise

Fiir diese Lektion wurden neben den Biichern von Knuth (1973, Abschnitt 1.1 ,,Algorithms*;
1981, Abschnitt 4.1 ,,Positional Number Systems*) folgende zusétzliche Quellen benutzt:

Bauer, F. L.: Wer erfand den von-Neumann-Rechner? Informatik-Spektrum 21 (1998) 2, 84-
88. Ein Computer-Pionier schreibt tber die Urheberschaft der modernen Rechner-
architektur.

Lexikon bedeutender Mathematiker. Bibliographisches Institut Leipzig 1990

Liineburg, H.: Leonardi Pisani Liber Abacci oder Lesevergniigen eines Mathematikers. BI
Mannheim 1992

Petzold, H.: Moderne Rechenkiinstler. Die Industrialisierung der Rechentechnik in Deutsch-
land. C. H. Beck, Miinchen 1992

Vorndran, E. P.: Entwicklungsgeschichte des Computers. VDE-Verlag, Berlin, Offenbach
1986. Eine knappe und allgemeinverstidndliche Darstellung der Entwicklung vom
Rechenbrett zum heutigen Computer mit ausgewahlten und gut erklérten technischen
Details.

Zemanek, H.: Das geistige Umfeld der Informationstechnik. Springer-Verlag, Berlin, Heidel-
berg 1992

Zuse, K.: Der Computer - Mein Lebenswerk. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 1984



1.2 Binare Codierung

Computer verarbeiten Nachrichten in standardisierter Form. Es ist zunachst zu kléaren, was
unter einer Nachricht zu verstehen ist, und wie sie computergerecht dargestellt werden kann:
Codierungsverfahren, Codetabellen fuir Texte, Zahlendarstellungen.

Zeitungsartikel, Startschuss, geschlossene Schranke, SOS, Achselzucken, Kavalierstart,
Raumtemperatur, Zahlenkombination eines Schlosses, Rundfunkkommentar: Diese unsortier-
te Sammlung von Beispielen fiir Nachrichten zeigt, wie aussichtslos es ist, den Nachrichten-
begriff prizise und zugleich allgemeingiiltig zu definieren.

Nach dem Duden ist eine Nachricht ,,das, wonach man sich zu richten hat*. Wir wollen den
alltdglichen Begriff der Nachricht nicht definieren, sondern - fiir den technischen Bereich -
lediglich feststellen, was alles zu einer Nachricht gehdrt, namlich

1. ein Ort, eine Variable bzw. deren Namen, Index usw.: v

2. ein Zeitpunkt oder Zeitraum t, fiir den die Nachricht giiltig ist

3. der Wert bzw. das Zeichen w aus dem Wertebereich bzw. dem Zeichenvorrat W der Vari-
ablen

Um die Zeit- und Ortsgebundenheit der Zeichen deutlich zu machen, wird hin und wieder die
Funktionsschreibweise verwendet:

w=w(,t) e W

Durch die Verkettung von Zeichen zu Zeichenfolgen lassen sich komplexe Nachrichten er-
zeugen. Die Verkettung geschieht {iber die Variablen (also parallel) oder tiber die Zeit (also
seriell). Bei paralleler Darstellung hat man eine Folge von Variablen (z.B. Speicherplitze in
einem Rechner, Druckpositionen auf einer Buchseite, Eriks Felder usw.): vy, Vo, V3, ... VN.

Die einzelnen Zeichen der Folge sind: wy = w(vk, t) fiir ein bestimmtes t und firk =1, 2, ...,
N. Bei serieller Darstellung nimmt eine Variable v zu bestimmten Zeiten tk, k=1, 2, ..., N, die
Werte W = w(V, ty) an.

Die Zeichenfolgen der Linge N werden einfach durch Nebeneinanderschreiben dargestellt:
W{WoW3 ... W

Diese Zeichenfolgen heillen Worter. Worter sind selbst wieder Zeichen (Hyperzeichen), die
sich erneut verketten lassen. Die neu entstehenden Zeichenvorridte werden von Mal zu Mal
umfangreicher. Es entstehen Zeichenhierarchien, wie sie in natiirlichen Texten durch Buch-
staben oder Laute, Worter, Sitze, Abschnitte usw. gegeben sind. Die Menge aller Zeichenfol-
gen der Lange N, deren Zeichen der Menge W entnommen sind, wird mit WN bezeichnet.

Die Michtigkeit einer Menge M - also die Anzahl ihrer Elemente - bezeichnen wir mit |M|.
Offenbar gilt

WN| = [WN
Beispiel: Mit A sei ein vierelementiger Zeichenvorrat bezeichnet
A={a,b,c,d}.

Zeichenfolgen der Lange 2 sind aa, ab, ac, ... Zeichenfolgen der Lénge 3 sind aaa, aab, aac, ...
Sie bilden die Zeichenvorrite A2 und A3:

A2 = {aa, ab, ac, ad, ba, bb, bc, bd, ca, cb, cc, cd, da, db, dc, dd}
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A3 = {aaa, aab, aac, aad, aba, abb, ..., ddc, ddd}
Diese Zeichenvorrite besitzen 42 = 16 bzw. 43 = 64 Elemente.

Den kleinsten sinnvollen Zeichenvorrat bezeichnen wir mit B. Er enthdlt zwei Elemente. Das
sind die Elementarzeichen, auch Binarzeichen oder Bits (Binary Digits) genannt. Wir fithren
fiir die Bindrzeichen die Bezeichnungen 0 und 1 ein:

B=1{0,1}

Die Binérzeichen spielen in der Informatik eine herausragende Rolle. Die Speicherung und
Verarbeitung von Binédrzeichen kommt mit Schaltern aus, die sich verhdltnisméBig einfach
realisieren lassen.

Eine Nachricht im hier beschriebenen Sinne hat zunéchst keine Bedeutung. Erst durch ihre
Verarbeitung erhilt die Nachricht einen Sinn. Eine Nachricht, die einen Sachverhalt aus-
driickt, einem Zweck dient oder eine Aktion ausldst, nennen wir Information.

Codierung

Ein gegebener Zeichenvorrat kann fiir die Ubermittlung, die Verarbeitung oder die Speiche-
rung von Nachrichten bei Benutzung bestimmter Medien und Apparate ungeeignet sein. Die
Losung heilit dann: Wahl eines neuen, dem Zweck besser angepassten Zeichenvorrats.

Dazu ein paar Beispiele: Die Laute der natiirlichen Sprache werden zur Speicherung von Mit-
teilungen auf Papier durch die Buchstaben der Schrift ersetzt. Zur maschinengerechten Dar-
stellung von Nachrichten werden die Bindrzeichen gewihlt. Zahlen und Texte sind folglich in
Binérzeichenfolgen umzuwandeln.

Ein weiteres Problem liegt in der Unzuverlissigkeit von Speichermedien und Ubertragungs-
kanidlen: Die Information ist in besonders gesicherter Form darzustellen. Andererseits kann
aus Aufwandsgriinden eine besonders knappe Darstellung erforderlich werden.

In allen diesen Fillen ist also die urspriingliche Information durch Codierung in die geeigne-
tere Darstellung zu iiberfiihren.

Einen Code definieren wir durch seine Decodierungsfunktion g. Das ist eine Abbildung einer
Codezeichenmenge C in die urspriingliche Zeichenmenge U:

g:C->U

Jedem Zeichen der Codezeichenmenge ¢ € C wird also ein Element u des urspriinglichen
Zeichenvorrats U zugeordnet. In Zeichen:

u=g(c)
oder
c—>u

Die Decodierungsfunktion garantiert die eindeutige Decodierbarkeit von Codezeichen. Ein-
eindeutigkeit, also Umkehrbarkeit, wird nicht gefordert, da es sinnvoll sein kann, mehreren
Codezeichen ein und dasselbe urspriingliche Zeichen zuzuordnen. Die Abbildung muss sur-
jektiv (also eine Abbildung von C auf U) sein, da man fiir jedes urspriingliche Zeichen auch
ein Codezeichen braucht:

9(C)=U

Wegen der Eindeutigkeit von Abbildungen zieht das die Forderung nach sich, dass die Code-
zeichenmenge wenigstens so gro3 wie die urspriingliche Zeichenmenge sein muss, kurz:

U <I[C|
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Beispiel: Fiir die Zeichen der Menge A ist wegen |A| = |B2| folgende Decodierungsfunktion
moglich:

00 > a
0l > b
10 > ¢
11 »>d

Die Informationsdarstellung in Rechnern geschieht vorzugsweise in der Form von Binérzei-
chenfolgen gleicher Lange. Eine solche Bindrzeichenfolge nennt man auch Block. Dement-
sprechend spricht man bei solchen Codierungen auch von Blockcodes. Die Wortlange in
Rechnern betrigt z.B. 8, 16 oder 32 Bits. Ein 8-Bit-Wort heilit Byte.

Zahlendarstellung

Eine Moglichkeit der Zahlendarstellung in Rechnern bietet das bindre Zahlensystem, also das
Stellenwertsystem zur Basis zwei. Die n-stellige Bitfolge ¢ sei Codezeichen:

C=Cnh.1Ch2 --- C1Cy

Wird diese Bitfolge als Darstellung einer Zahl im bindren Zahlensystem interpretiert, dann
ergibt sich ihr Wert folgendermal3en:

g(c) =Cpn1 2™ + ¢ 22+ L+ 2l +¢p20=u

Wobei wir davon ausgehen, dass die urspriinglichen Zeichen u im Dezimalsystem dargestellt
wird. Das bindre Zahlensystem wird auch Dualsystem genannt.

Mit 16-Bit-Wortern lassen sich die ganzen Zahlen von 0 bis 65 535 darstellen.

Ubung: Stellen Sie die Zahlen 1994 und 1875 im biniren Zahlensystem dar und subtrahieren
Sie in diesem System beide Zahlen voneinander. Stellen Sie das Ergebnis im Dezimalsystem
dar.

Weitere Zahlendarstellungen in Rechnern: Fiir negative Zahlen gibt es mehrere Darstellung-
moglichkeiten; eine davon ist die Einfiihrung eines zusétzlichen Bits fiir das Vorzeichen.
Festpunktzahlen unterscheiden sich rechnerintern von den ganzen Zahlen nur dadurch, dass
ein konstanter Faktor vereinbart ist, mit dem die ganzen Zahlen zu multiplizieren sind, damit
sich der Festpunktwert ergibt. Gleitpunktzahlen setzen sich aus zwei Zahlen zusammen. Eine
(die Mantisse) ist eine Festpunktzahl, die andere (der Exponent) ist eine ganze Zahl.

Mit diesem Uberblick verlassen wir die rechnerinterne Zahlenwelt und wenden uns den
Schnittstellen zwischen dem Rechner und seiner Umwelt zu.

Bei Zahleneingabe iiber die Tastatur ist es offenbar sinnvoll, in einem Zwischenschritt die
Dezimalzahlen zunichst einmal ziffernweise binér zu codieren. Dafiir braucht man vierstelli-
ge Codeworter. Wahlt man das bereits oben erwdhnte Stellenwertsystem, so erhdlt man den
viel verwendeten BCD-Code (BCD steht fiir ,,Binary Coded Decimal®). Diese Codierung
taucht auch in den - anschlieBend zu besprechenden - Codetabellen auf. Die Zahl 253 (dezi-
mal) sieht in BCD-Schreibweise so aus: 001001010011.

Das Stellenwertsystem eignet sich nicht fiir die Codierung stetig verdnderlicher GroBen. Am
Beispiel der Lingenmessung wird das deutlich: Die Position eines Schiebers werde durch
Schleifkontakte erfasst, die ein Band abtasten, das mit elektrisch leitendem Material beschich-
tet ist. Das Muster der Beschichtung in Querrichtung entspricht dem binér codierten Zahlen-
wert der jeweiligen Position des Schiebers (Bild 1.2-1).
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Wird das Muster durch das Stellenwertsystem festgelegt, entsteht folgendes Problem: Steht
der Schieber auf Position 7, greift er bei vierstelliger Codierung folgendes Muster ab: 0111;
auf Position 8 ist es das Muster 1000. Bei kontinuierlichem Ubergang von Position 7 nach
Postition 8 kann es passieren, dass voriibergehend die Kontakte zur 7. Position noch bestehen
und die zur néchsten Position schon hergestellt sind. Das kann dazu fiihren, dass irrtiimlich
das Bindrmuster 1111 erfasst wird. Es ergibt sich also der vollig falsche Wert 15.

An einen Code fiir die digitale Erfassung kontinuierlicher Grofen wird deshalb die Anforde-
rung gestellt, dass sich die bindren Muster zwischen benachbarten Positionen nur in einer
Stelle unterscheiden. Das leisten die Gray-Codes. Bild 1.2-2 zeigt einen vierstelligen. Er wur-
de bereits in Bild 1.2-1 verwendet.

Ubung: Konstruieren Sie einen fiinfstelligen Gray-Code. Beschreiben Sie das allgemeine
Schema zu Konstruktion mehrstelliger Gray-Codes. (Das hier nahe gelegte Verfahren ist nicht
das einzige. Es gibt viele verschiedene Gray-Codes mit vorgegebener Stellenzahl.)

Fiir die abgekiirzte Schreibweise von Dualzahlen oder auch beliebige anders zu inter-
pretierende Bitfolgen sind im Programmieralltag noch das Oktalsystem und das Hexadezimal-
system wichtig. Beim Oktalsystem werden Abschnitte aus je 3 Bits in die Ziffern 0, 1, ..., 7
umgewandelt. Beim Hexadezimalsystem gehen Abschnitte aus je vier Bits in die Zeichen 0, 1,
2,...,9, A, B,..., F iiber.

Die Codierungsvorschriften sind der Tafel 1.2-1 zu entnehmen.
Codetabellen

Fiir die Umwandlung von Text in maschinengerechte Bindrzeichenfolgen gibt es national und
international genormte Codetabellen. Fiir den Computeranwender besonders wichtig ist der
ASCII-Code (ASCII steht fiir American Standard Code for Information Interchange). Er um-
fasst 128 Zeichen und erfordert demzufolge 7-stellige Bitfolgen fiir die Codierung.

Es ist allgemein tiblich, diese Bitfolgen als (im Stellenwertsystem) bindr codierte Zahlen zu
interpretieren und die Zahlen in Dezimalschreibweise anzugeben. In dieser Form ist der Code
in der Tafel 1.2-2 definiert. Die ASCII-Code-Tabelle entspricht im wesentlichen dem interna-
tional vereinbarten 7-Bit-Code (Internationales Alphabet Nr. 5). Die deutsche Norm DIN
66 003 enthélt auBerdem die nationale Version.

Die ersten 32 Zeichen (Nr. 0 bis Nr. 31) sind Steuerzeichen. Zu den Formatsteuerzeichen ge-
horen BS (Backspace, Riickwértsschritt), LF (Line Feed, Zeilenvorschub) und CR (Carriage
Return, Wagenriicklauf). Aulerdem gibt es Dateniibertragungssteuerzeichen, Geritesteuer-
zeichen, Informationstrennzeichen und Zeichen fiir Codeerweiterungen. Aufler diesen Steuer-
zeichen und den 94 darstellbaren Zeichen (Nr. 33 bis 126) erscheinen in der Tabelle noch der
Zwischenraum SP (Space, Nr. 32) sowie das Loschzeichen DEL (Delete, Nr. 127).

Beispiel:  Gegeben sei eine Folge von Codewoértern des — 7-Bit-Codes:
,,0110101 0110000 0100000 1001010 1100001 1101000 1110010 1100101, In Dezimal-
schreibweise lautet die Folge ,,53 48 32 74 97 104 114 101°. Die Codetabelle liefert den Klar-
text: ,,50 Jahre®.
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Bild 1.2-1 Langenmessung

0000 —» O
0001 —» 1
0011 —» 2
0010 —» 3
0110 —» 4
0111 —» 5
0101 —» 6
0100 —» 7
1100 —» 8
1101 —» 9
1111 — 10
1110 — 11
1010 — 12
1011 — 13
1001 — 14
1000 — 15

Bild 1.2-2 Ein vierstelliger Gray-Code

Gray-Code

15
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Tafel 1.2-1: Zahlendarstellungen

Dual Oktal Dezimal Hexadezimal

00000 0 0 0
00001 1 1 1
00010 2 2 2
00011 3 3 3
00100 4 4 4
00101 5 5 5
00110 6 6 6
00111 7 7 7
01000 10 8 8
01001 11 9 9
01010 12 10 A
01011 13 11 B
01100 14 12 C
01101 15 13 D
01110 16 14 E
01111 17 15 F
10000 20 16 10
10001 21 17 11
10010 22 18 12
10011 23 19 13
10100 24 20 14

Literaturhinweise

Diese Lektion folgt der Linie meines Buches Codierungsverfahren (1986). Dort ist auch die
Zweierkomplementdarstellung der negativen Zahlen dargestellt. Wer mehr wissen will, ist mit
dem Standardwerk von Knuth (1981, Kapitel 4 ,,Arithmetic) bestens bedient. Eine deutsch-
sprachige Fassung der wesentlichen Dinge bieten Blieberger, Schildt, Schmid und Stockler
(1990, Abschnitt 5 ,,Zahlendarstellungen*). Im Taschenbuch der Mathematik (Bronstein u. a.,
1993) findet man eine kurze Zusammenfassung der Zahlendarstellungen mit Hinweisen auf
die Normung.
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Tafel 1.2-2 ASCII-Codetabelle (7-Bit-Code)

(Die acht in der deutschen Version des 7-Bit-Codes abweichenden Zeichen sind durch Kom-
ma getrennt an zweiter Stelle aufgefiihrt)

Dezi- Dezi- Dezi- Dezi-

mal- Zei- mal- Zei- mal- Zei- mal- Zei-
zahl chen zahl chen zahl chen zahl chen
000 NUL 032 SP 064 @, § 096 h
001 SOH 033 ! 065 A 097 a
002 STX 034 " 066 B 098 b
003 ETX 035 # 067 C 099 c
004 EOT 036 S 068 D 100 d
005 ENQ 037 % 069 E 101 e
006 ACK 038 & 070 F 102 f
007 BEL 039 ! 071 G 103 g
008 BS 040 ( 072 H 104 h
009 HT 041 ) 073 I 105 i
010 LF 042 * 074 J 106 3
011 VT 043 + 075 K 107 k
012 FF 044 , 076 L 108 1
013 CR 045 - 077 M 109 m
014 SO 046 . 078 N 110 n
015 SI 047 / 079 0 111 o
016 DLE 048 0 080 P 112 o)
017 DC1 049 1 081 Q 113 q
018 DC2 050 2 082 R 114 r
019 DC3 051 3 083 S 115 s
020 DC4 052 4 084 T 116 t
021 NAK 053 5 085 U 117 u
022 SYN 054 6 086 v 118 v
023 ETB 055 7 087 W 119 w
024 CAN 056 8 088 X 120 bd
025 EM 057 9 089 Y 121 Y
026 SUB 058 : 090 Z 122 z
027 ESC 059 ; 091 [, A 123 {. a
028 FS 060 < 092 \, O 124 , 6
029 GS 061 = 093 1, U 125 , a
030 RS 062 > 094 » 126 ~, B
031 Us 063 ? 095 127 DEL



1.3 Computerarithmetik

Probleme der Computerarithmetik. Exzessdarstellung ganzer Zahlen. Fest- und Gleitpunkt-
darstellung reeller Zahlen. Gleitpunktrechnung. Genauigkeitsabschatzungen.

Rechnerintern steht fiir die Darstellung von Zahlen nur eine begrenzte Anzahl von Stellen
(Bitpositionen) zur Verfiigung. Es kann zu iiberraschend groBen Rundungsfehlern kommen.
Die Rechenregeln der Arithmetik diirfen fiir die Computerarithmetik nicht mehr als allgemein
giiltig vorausgesetzt werden.

Beispiel 1: Der Rechner - auch der Taschenrechner - wird fiir den Ausdruck a+b-a kaum das
korrekte Ergebnis liefern, wenn a gegeniiber b sehr grof3 ist. Setzen wir beispielsweise a =
1034 und b = -2, dann erhilt man im Normalfall den falschen Wert 0 und nicht -2, wie es rich-
tig wire.

Beispiel 2: Wenn man versucht, mit dem PC oder auch mit dem Taschenrechner, den Wert
des Ausdrucks 9x4 - y* + 2y2 fiir x = 10 864 und y = 18 817 zu berechnen, wird man im all-
gemeinen nicht den korrekten Wert 1 erhalten. Mein Taschenrechner beispielsweise liegt mit
seinem Ergebnis von 1 158 978 ziemlich daneben.

Schlechte Erfahrungen mit der Computerarithmetik fithren dazu, dass aus dem computergléu-
bigen Anfianger ein Skeptiker wird: Der Anfianger glaubt dem Computer alles; der Skeptiker
traut ihm grundsétzlich nicht.

Um nicht einem der beiden extremen Standpunkte zu verfallen - der erste ist gefdhrlich und
der zweite hinderlich - bleibt uns nichts anderes iibrig, als die Computerarithmetik genauer zu
studieren.

Letztlich ist nur durch das Kennenlernen der fehlertrachtigen Situationen und gegebenenfalls
das Abschitzen der Rechen- und Rundungsfehler den drohenden Fallen zu entkommen. Tat-
sdchlich sollte unsere Einstellung gegeniiber dem Computer stets ein gesundes Misstrauen
sein. Genau darum geht es in dieser Lektion.

Exzessdarstellung ganzer Zahlen

Die Dualzahlen sind die Basis fiir sdémtliche Zahlendarstellungen im Computer. Dualzahlen
stehen flir natiirliche Zahlen.

Will man negative Zahlen darstellen, muss man die Zahlendarstellung erweitern. Dafiir gibt es
mehrere Moglichkeiten. Eine davon ist die Exzessdarstellung.

Mit der Bitfolge Cp_1Cp-5 ... €1C lassen sich alle Zahlen von 0 bis 2"-1 darstellen - genausogut
aber auch die Zahlen von -2"-1 bis 2N-1-1. Im letzten Fall haben wir einfach von jeder Dual-
zahl den Wert 2N-1 subtrahiert. Wir setzen q = 2"-! und bezeichen q als Exzess. Die tatsichli-
che gemeinte Zahl ist also gleich dem Wert, um den die Dualzahl den Exzess ( tiberschreitet.

Allgemein lautet die Decodierungsvorschrift fiir die Exzessdarstellung ganzer Zahlen mit der
Stellenzahl n, der Basis b und dem Exzess q:

U=g(c)=cp.;-bM1 +cpob"2+ . +cy-bl +cgb0-q
Wiihlt man speziell b = 2 und g = 2"-1, dann erhilt man
u=g(c) =(cy.q-1) 21 + ¢ ,2"2 + . +¢y-21 +¢(-20

Bei den nichtnegativen Zahlen ist das hochstwertige Bit, ndmlich c,_;, gleich 1 und bei den
negativen Zahlen gleich 0.
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Ubung 1: Gesucht ist die Zahl -17 in der Exzessdarstellung mit der Basis 2 und dem Exzess
32. Fiihren Sie die Codierung durch und zur Kontrolle auch die Decodierung.

Die ganzen Zahlen bilden einen kommutativen Ring mit Einselement: Addition und Multipli-
kation sind einschriankungslos durchfiihrbar (Abgeschlossenheit). Die 0 ist neutral hinsicht-
lich der Addition. Die 1 ist neutral hinsichtlich der Multiplikation. Es gelten die Assoziativ-
und Kommutativgesetze fiir Addition und Multiplikation, ferner die Distributivgesetze. Und
zu jedem Element a gibt es ein Inverses beziiglich der Addition: -a.

Ubung 2: Fiir die Exzessdarstellung von Zahlen gelten einige der Ringgesetze nicht mehr.
Welche sind das? Wie sieht es mit der Abgeschlossenheit aus? Gibt es zu jedem Element ein
Inverses beziiglich der Addition?

Festpunktdarstellung reeller Zahlen

Fiir die Festpunktdarstellung von Zahlen im Stellenwertsystem zur Basis b wird eine feste
Zahl t von Stellen hinter dem Punkt fest vereinbart (Mantissenlédnge). Im Dezimalsystem mit
zwei Stellen nach dem Dezimalpunkt hat man beispielsweise 3.14 = 314/100 = 314-10-2.

Eine im Computer gespeicherte Bitfolge wird als Dualzahl (eventuell mit vorangestelltem
Vorzeichen) interpretiert und zur Gewinnung des wahren Wertes noch mit 2-t multipliziert.
Auf diese Weise lassen sich die Dualzahlen mit t Nachpunktstellen darstellen.

Beispiel 3: Wir fiihren die Zahlenwandlung der Zahl (0.1);o in die Darstellung zur Basis zwei
durch: 0.1 = 0.1.2°=0.22" = 0427 = 0.827 = 1.62 =3.227 = ((11), + (0.2)10)-2”. Die
Dezimalzahl 0.2 ldsst sich nach demselben Schema entwickeln: 0.2 = ((11), + 0.2)-2™*. Und
das wiederholt sich nun. Damit ist die periodische Darstellung gefunden: (0.1);0=
(0.00011 ﬁ)z. Die Zahl wird auf 20 Nachpunktstellen gerundet. Das Ergebnis: (0.1);9 =

(0.00011001100110011010), = (00011001100110011010),-27%.

Gleitpunktdarstellung reeller Zahlen

Die Gleitpunktdarstellung reeller Zahlen ist von zentraler Bedeutung fiir dic Compu-
teranwendungen in Wissenschaft und Technik - und das vor allem wegen des praktisch unbe-
grenzten Wertebereichs. Ein Beispiel ist die Gleitpunktdarstellung der Lichtgeschwindigkeit:
2.99792458-108 my/s.

Die Gleitpunktdarstellung einer Zahlen ist ein Paar von Zahlen (e, m). Dabei ist e eine ganze
Zahl, und m ist eine (vorzeichenbehaftete) Festpunktzahl mit t Stellen nach dem Punkt. Bei-
den Zahlendarstellungen wird das Stellenwertsystem zur Basis b zu Grunde gelegt. Und e
moge in Exzessdarstellung mit dem Exzess ( vorliegen. Rechnerintern wird eine solche Zahl
folgendermallen gespeichert:

+ | erq [ |mebt |

Im Fall der Basis 2 enthélt das erste Feld ein Bit fiir das Vorzeichen (0 fiir positive und 1 fiir
negative Zahlen) und die librigen Felder beinhalten Dualzahlen.

Der Wert der Gleitpunktzahl (e, m) ist gegeben durch

Z=m-bé
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Durch geeignete Wahl des Exponenten ldsst sich bei Zahlen ungleich null erreichen, dass
b-l=1/b<|m/ <1 (*)

gilt. In diesem Fall besitzt |m|-bt die Darstellung (Ci.1Ct.p ... C1Co)p mit Ci; ungleich null.
Gleitpunktdarstellungen, die die Bedingung (*) erfiillen, heiflen normalisiert. Die Zahl m wird
Mantisse genannt; e ist der Exponent.

Beispiel 4: Gesucht ist fiir die Zahl (5.75)( die normalisierte Gleitpunktdarstellung zur Basis
2, mit dem Exzess 16 und mit 6 Stellen nach dem Punkt (b =2, g =16 und t = 6). Die einzel-
nen Umformungsschritte:

5.75=11.52"1 //Verdoppeln der Dezimalzahl
=23.2-2 //bis kein Dezimalbruch mehr erscheint
= (10111),-22 //Dezimalzahl -> Dualzahl
=(0.10111),-23 //Normalisierung
=(0.101110),-219-16 //Exzessdarstellung

Da 19 = (10011), haben wir folgende computerinterne Zahlendarstellung.

0 | 10011 | 101110

Die Zahl des letzten Beispiels erlaubt eine exakte (gebrochene) Darstellung im Bindrsystem.
Deshalb ging die Zahlenwandlung so problemlos. Aber schon die Zahl 0.1 ldsst sich nicht
mehr exakt als Festpunktzahl mit endlicher Stellenzahl darstellen.

Beispiel 5: Gesucht ist fiir die Zahl (0.1);¢ die normalisierte Gleitpunktdarstellung mit b = 2,
g= 16 und t = 6. Durch das wiederholte Multiplizieren der Mantisse mit 2 und entsprechender
Korrektur des Exponenten werden wir die Nachpunktstellen im Dezimalsystem nicht los: 0.1
=0.202-1 = 0.402-2=(.8+2-3 = 1.622-4 = 3.2¢2-5 = ... Ab jetzt wiederholt sich die Sache: Hinter
dem Dezimalpunkt erscheinen nacheinander die Ziffern 2, 4, 8, 6, 2,4, 8,6,2,4, 8,6, ...

Man kann auf einfache Weise zu einer moglichst genauen Zahlendarstellung im Binédrsystem
kommen:

1. Man macht sich klar, in welche Zahlenbereich man die ganze Zahl vor dem Dezimalpunkt
bringen muss. Zu guter Letzt hat die gewandelte Zahl - mit den Platzhaltern x und y fiir

die Binédrzeichen 0 und 1 - die Gestalt + (0.1xxxxxX), 2 (¥yyy2 =(16)0

2. Die Mantisse wird als ganze Zahl dargestellt: (1xxxxx),. Sie muss also zwischen
(100000),=32und (111111),= 63 liegen. Wir miissen die oben begonnene Folge fortset-
zen: 0.1 =3.202-5 = 6.4¢2-6 = 12.8+2-7 = 25.622-8 = 51.22-9 = 51+2-9. Die gerundete Man-
tisse liegt im gewliinschten Zahlenbereich.

3. Wandlung aus der Dezimaldarstellung in die Bindrdarstellung: 51+2-9 = (110011),+2-°
= (0.110011),+2-3 = (0.110011),+213-16 = (0.110011), - 2011002 =610
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4. Speicherung:

0| 01101 | 110011

Fiir Gleitpunktzahlen gelten einige der Rechenregeln nicht, die wir von den reellen Zahlen ge-
wohnt sind (Korpergesetze). Weiterhin ist zu beachten:

1. Gleitpunktzahlen liegen nicht dicht wie die reellen Zahlen. Bei der ndherungsweisen Dar-
stellung reeller Zahlen durch Gleitpunktzahlen muss mit einem Rundungsfehler gerechnet
werden.

2. Bereichsuberschreitungen: Fiir sehr groe Zahlen z existiert keine Gleitpunktnidherung.
Dieser Fall wird als Uberlauf (englisch: Overflow) bezeichnet. Auch sehr kleine Zahlen
ungleich null lassen sich nicht als Gleitpunktzahl reprasentieren. Hier spricht man von
Unterlauf (englisch: Underflow).

Diese beiden Effekte fiihren dazu, dass fiir die Gleitpunktarithmetik die Rechenregeln der iib-
lichen Arithmetik nicht alle gelten. Insbesondere das Assoziativgesetz wird immer wieder
verletzt. Gefahr droht besonders dann, wenn nahezu gleich grofle Zahlen voneinander abzu-
ziehen sind. Als Gegenmalinahme sollte man Ausdriicke unter Ausnutzung der Rechenregeln
der Arithmetik geeignet umformen, bevor man Sie dem Rechner {iberantwortet.

Ubung 3: Uberlegen Sie, was in Situationen wie in Beispiel 1 und 2 zu tun wiire.

Dass beim zweiten Beispiel der Wert 1 herauskommen muss, habe ich mir ohne allzuviel
Rechnerei so klar gemacht: Gefahr droht, wenn 9x# und y4 - bzw. 3x2 und y2 - halbwegs
gleich grof sind. Tatséchlich gilt y2 = 3x2 + 1. Diesen Nachweis fiihrt man sicherheitshalber
von Hand und tiberpriift ihn mittels Taschenrechner oder PC. Der Rest ergibt sich durch Ein-
setzen und einfache Umformungen.

Ubung 4: Stellen Sie die Zahl 7= 3.1415927... im Gleitpunktformat wie in Beispiel 5 dar (b =
2, =16 und t = 6). Achten Sie darauf, wann und wie zu runden ist, so dass eine moglichst
genaue Zahlendarstellung gewihrleistet ist.

Die IEEE-Formate zur Darstellung von Gleitpunktzahlen

Die IEEE-Datenformate fiir Gleitpunktzahlen unterscheiden sich von der oben besprochenen
computerinternen Darstellung dadurch, dass die normalisierte Form der Mantisse die Darstel-
lung (1.XX...X)2 besitzt und dass die Eins vor dem Dezimalpunkt nicht mit abgespeichert wird.
Die Gleitpunktzahlen vom Typ float bzw. double haben eine Gesamtlinge von 32 bzw. 64
Bits. Fiir den Exponenten werden im ersten Fall 8 und im zweiten Fall 11 Bits verwendet. Der
Exzess g hat den Wert 127 bzw. 1023. Da noch ein Bit fiir das Vorzeichen abgeht, bleiben fiir
die Mantisse 23 bzw. 52 Bits iibrig. Die jeweils kleinsten Exponenten (-127 bzw. -1023) sind
fiir die Sonderdarstellung besonders kleiner Zahlen reserviert (in der Exzessdarstellung wer-
den diese Exponenten durch Nullen reprisentiert). Die Zahl Null selbst wird durch die Man-
tisse (1.00...0), und das Vorzeichenbit 0 reprisentiert. In diesem Fall bestehen samtliche Bits
der Zahlendarstellung aus Nullen. Der grofStmdgliche Exponent (128 bzw. 1024) ist fiir die
Zahlen +oo und -0 sowie fiir Fehlermeldungen reserviert. Im Ausdruck liest man dann
manchmal NaN (Not a Number). Weitere Festlegungen sind im ANSI/IEEE Standard 745-
1985 zu finden (s. a. Capper, 1994, S. 399 {f.).
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Abschéatzung des Rundungsfehlers

Fiir die Praxis ist die Abschéitzung des Rundungsfehlers bei Gleitpunktdarstellungen bedeut-
sam. Wir schitzen zunichst den Abstand benachbarter normalisierter Gleitpunktzahlen ab.
Sei z eine beliebige normalisierte Gleitpunktzahl mit der Stellenzahl t:

Z=m-be

Der Abstand 6 der nichstliegenden Gleitpunktzahlen von diesem Wert ist (hochstens) gleich
b-t.-be. Der relative Abstand &/|z| lisst sich folgendermaBBen abschitzen:

8/|z) < bt-be/(Jm|-b€) = bY|m| < b-t/b-1 = pl-t
Die ober Grenze fiir den relativen Abstand von Gleitpunktzahlen ist nicht von deren Grof3e

abhingig, sondern nur von der Basis und der Anzahl von Stellen nach dem Punkt.

Beim iiblichen Rundungsverfahren ist “-b!-t eine obere Schranke fiir den relativen Run-
dungsfehler. Sei rd(z) die Gleitpunktzahl, die durch die Rundung aus der reellen Zahl z ent-
steht, so gilt

rd(2) - Z/|rd(z)| < Yo-b1-t

Ubung 5: Wie groB ist der relative Rundungsfehler bei den IEEE-Gleitpunktformaten? Hin-
weis: Da die fiihrende 1 der Mantisse nicht mit abgespeichert wird, ist die Mantissenlénge t
um eins groBer die Anzahl der Nachpunktstellen.

Iterationsverfahren zur L6sung von Gleichungen

In der numerischen Mathematik findet man haufig Iterationsverfahren folgender Art: Die
Losung x der Gleichung x = f(x) heifit Fixpunkt von f. Unter bestimmten Bedingungen und bei
geeignet gewidhltem Anfangswert X strebt die Folge der Werte X, X, Xp, ..., die nach der
Rekursionsformel

X1 = F(X)
berechnet werden, gegen den Fixpunkt.

Die bisherigen Uberlegungen legen nahe, als Abbruchbedingung fiir diese Iteration eine rela-
tive Genauigkeit vorzugeben:

X1 = Xl <€ [xy]

Da bei der Berechnung von f und zusétzlich in der Abbruchbedingung Rundungen auftreten,
muss die relative Genauigkeit € so gewihlt sein, dass sie ein Vielfaches der Schranke fiir den
relativen Rundungsfehler ist. Ansonsten kann es passieren, dass das Iterationsverfahren nie
endet, obwohl bei exakter Rechnung der Fixpunkt schnell erreicht wére.
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Literaturhinweise

Der Abschnitt 5.10 des Buches von Blieberger, Schildt, Schmid und Stockler (1990) behan-
delt die Darstellung reeller Zahlen. Eine griindliche Darstellung der Computerarithmetik ist
im zweiten Band des Werkes von Knuth (Band II, 1981, S. 198 ff.) zu finden. In diesen Bii-
chern findet man auch Hinweise auf fehlertrichtige Situationen. Der Informatik-Duden be-
handelt den Gegenstand unter den Stichwdrtern ,,Gleitpunktdarstellung® und ,,Rundung®. Fiir
diese Lektion wurden auBBerdem die folgenden Biicher und Aufsétze benutzt:

Alex, J.; Flessner, H.; Mons, W.; Pauli, K.; Zuse, H.: Konrad Zuse. Der Vater des Computers.
Parzeller, Fulda 2000

Capper, D. M.: Introducing C++ for scientists, engineers and mathematicians. Springer, Lon-
don 1994, S. 399 ff.

Grams, T.: Denkfallen und Programmierfehler. Springer, Berlin, Heidelberg 1990

Rojas, R. (Hrsg.): Die Rechenmaschinen von Konrad Zuse. Springer, Berlin, Heidelberg 1998

Rump, S. M.: Wie zuverlissig sind unsere Rechenanlagen? Jahrbuch Uberblicke Mathematik
1983. Bibliographisches Institut Mannheim 1983

Schwetlick, H.; Kretzschmer, H.: Numerische Verfahren fiir Naturwissenschaftler und Inge-
nieure - Eine computerorientierte Einfilhrung. Fachbuchverlag Leipzig, 1991

Das Buch von Schwetlick und Kretzschmer enthélt eine weitere ausfiihrliche Darstellung der
Computerarithmetik. Der Aufsatz vom Rump bringt vor allem eine Zusammenstellung von
Beispielen fehlerhafter Computerarithmetik. Mein Buch behandelt die Denkmechanismen, die
zu Programmierfehlern fiihren und geht auch auf die Computerarithmetik ein.

Das Problem der Umwandlung von Dezimalbriichen in die bindre Festpunktdarstellung wird
von Gries und Knuth in deren Beitrdgen zum Buch ,,Beauty is Our Business* (Herausgeber:
W. H. J. Feijen u. a.; Springer-Verlag, New York 1990) in einiger Tiefe behandelt.

In der Wiirdigung Zuses als Erfinder des Computers erwédhnt F. L. Bauer ganz besonders die
Zahlendarstellung: Zuse ist der ,,Schopfer der ersten vollautomatischen, programmgesteuerten
und frei programmierten, in bindrer Gleitpunktrechnung arbeitenden Rechenanlage. Sie war
1941 betriebsfdhig®. Weitere Informationen dariiber enthalten die Biicher von Alex/Flessner/
Mons/Pauli und Rojas. Insbesondere das Buch von Rojas enthélt eine ausfiihrliche Darstel-
lung der internen bindren Zahlendarstellung, die Ein- und Ausgabe als Dezimalzahlen sowie
die Architektur zur Realisierung der Rechenoperationen.



1.4 Boolesche Algebra und Verknupfungsglieder

Grundlagen der Nachrichtenverarbeitung. Boolesche Algebra. Schaltfunktionen und Gatter.
Schalter. Blockdiagramme.

Die elektronische Datenverarbeitung basiert darauf, dass man Nachrichten in Form von endli-
chen Bitfolgen codieren kann, dass man Nachrichten zu neuen Nachrichten verkniipfen, und
dass man Nachrichten festhalten - also speichern - kann.

Die Codierung war Thema des letzten Abschnitts. In dieser und den folgenden Lektionen geht
es um die Verkniipfung und die Speicherung von Nachrichten. Mathematische Grundlage ist
die so genannte Boolesche Algebra.

Unter einer Booleschen Funktion oder Schaltfunktion f mit n unabhingigen Variablen verste-
hen wir eine Abbildung der Art

f:BN—>B

Eine solche Schaltfunktion nennen wir kurz n-stellig. Sie ldasst sich durch eine Funktionsta-
belle definieren. Jede Zeile enthilt genau eine der 2N moglichen Wertebelegungen der unab-
hiangigen Variablen sowie den zugehorigen Funktionswert. Die Zahl m der Zeilen der Funkti-
onstabelle ist gegeben durch m = 2N, Die Zahl aller méglichen n-stelligen Funktionen ist 2M.

Der Definitionsbereich der Schaltfunktion ist gleich BN, also n-dimensional. Bei allgemeinen
Verkniipfungsoperationen ist auch der Bildbereich mehrdimensional. Aber das macht die An-
gelegenheit nicht komplizierter, weil jede Komponente der mehrdimensionalen Funktion fiir
sich betrachtet eine Schaltfunktion im obigen Sinne - also eindimensional - ist. Wir kénnen
uns also auf das Studium der (eindimensionalen) Schaltfunktionen beschrianken.

Die Funktionstabelle und das allgemeine Schaltzeichen einer Schaltfunktion mit drei unab-
héngigen Variablen y = f(X;, X2, X3) zeigt Tafel 1.3-1. Das Schaltzeichen wird als Blockdia-
gramm dargestellt.

Ein- und zweistellige Schaltfunktionen bezeichnet man auch als Verknlpfungen (Junktoren).
Elementare Verknipfungsglieder sind Realisierungen fiir Schaltfunktionen mit einer bzw.
zwel unabhingigen Variablen. Die elementaren Verkniipfungsglieder nennt man auch Gatter.
Es gibt 4 verschieden einstellige und 16 zweistellige Schaltfunktionen. Die wichtigsten ele-
mentaren Verkniipfungsglieder werden mit ihren Schaltzeichen in der Tafel 1.3-2 definiert.

Tafel 1.3-1 Funktionstabelle und Blockdiagramm einer Schaltfunktion

X1 X2 X3 y
0 0 0 0
Xi 0 0 1 1
X 0 1 0 1
2 f — Y 011110
X3 — 1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 0
1 1 1 0

y =f(X1, X2, X3)

Fiir die Negation NOT(x) schreiben wir —x. Bei den zweistelligen Funktionen gehen wir zur
so genannten Infixnotation tiber: Anstelle von AND(Xy, X,), das ist die Konjunktion, steht
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X1 AND X5 bzw. X A Xy, und anstelle von OR(Xy, Xp), das ist die Disjunktion, heifit es
X1 OR Xo bzw. X1V Xy
Mit den Grundoperationen NOT, AND und OR lassen sich alle ein- und zweistelligen Ver-

kniipfungen darstellen. (Dieser Satz wird - in verallgemeinerter Form - in der folgenden Lek-
tion bewiesen.) Fiir NAND und NOR beispielsweise sieht das so aus:

NAND(X], X3) = ~(X] A X2)
NOR(xy, Xp) = ~(X] v X3)

Weitere wichtige zweistellige Verkniipfungen sind die Aquivalenz (EQUIV), die Antivalenz
(exklusives Oder, XOR) und die Implikation (IMP). Sie werden hier iiber die Grundopertio-
nen definiert:

EQUIV(Xy, Xp) = (X1 A X2) V(TX] A7X))
XOR(X, Xp) = (X] A 7%9) V (TX] A Xp)
IMP(X{, Xp) = 7X| V X

Ubung 1: Zeigen Sie, dass sich jede der Grundoperationen NOT, AND und OR allein aus
NAND-Gliedern zusammensetzen ldsst. Zeigen Sie ferner, dass auch das NOR-Glied aus-
reicht (Wendt, 1982, S. 20). Zeichnen Sie die zugehorigen Schaltbilder (Blockdiagramme).

Die NAND-Verkniipfung heilit auch Shefferscher Strich und man schreibt die Verkniipfung in
der Form y = Xy | X,. Die NOR-Verkniipfung wird auch Peirce-Operator genannt.

Die elementaren Schaltfunktionen und daraus abgeleitete hdaufig bendtigte Schaltkreise stehen
in verschiedenen Halbleitertechnologien als integrierte Schaltkreise zur Verfiigung: Die wich-
tigsten sind TTL (Transistor Transistor Logic), ECL (Emitter Coupled Logic) und CMOS
(Complementary Metal Oxide Semiconductor).

Fiir das Rechnen mit Verkniipfungen gelten die Rechenregeln (Gesetze) der Booleschen Al-
gebra, Tafel 1.3-3. Am besten macht man sich die Gesetze anhand von Funktionstabellen
klar: Die Funktionen auf der linken und auf der rechten Seite der Gleichungen miissen jeweils
identisch sein.

Die Assoziativgesetze erlauben es, Klammern wegzulassen: Statt an(bAc) darf man auch
anbac schreiben, ohne dass Missverstindnisse auftreten konnen; denn egal wie man die
Klammern setzt, immer kommt dasselbe Ergebnis zustande. Dasselbe gilt fiir avbwvc.

Aus den Rechengesetzen der Booleschen Algebra ldsst sich ein Satz zur Auflésung von Glei-
chungen herleiten: Ausa A x=0und a v x =1 folgt x = —a.

Beweis: Dass x = —a eine mogliche Losung der Gleichungen ist, entnimmt man dem 6. Re-
chengesetz liber komplementire Elemente. Die Eindeutigkeit der Losung zeigt man so: Sei
neben X eine weitere Losung X' gegeben: a A X' =0 und a yx' = 1. Dann muss sein':

X!
=1AX //Neutrales Element (5.)
=xXA 1l //Kommutativgesetz (1.)
=X'A(@VvX) //Pramisse

=(X'Ara)v (X' AX) //Distributivgesetz (3.)
= (@A X) v (XAX) //Kommutativgesetz (1.)

! Kommentare stehen hinter dem Doppelstrich
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=0v (X'AX) //Pramisse

=(@rx) v (X'AX) //Pramisse

=(xXAna)v (XA X) //Kommutativgesetz (1.)
=xAa(@vx) //Distributivgesetz (3.)
=xXA 1 //Pramisse

=1AX //Kommutativgesetz (1.)
=X //Neutrales Element (5.)

Das war zu beweisen.

Tafel 1.3-2 Verkniipfungsglieder: Funktionen und Schaltzeichen

Name Schaltzeichen Funktionstabelle
nach DIN 40700/14
0 1
1
X1 X2 y
AND : & L 0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 1 1
>1 L X1 X2 y
OR — 0 0] o0
0 1 1
1 0 1
1 1 1
X1 X2 Yy
- & pb— 0 0 1
NAND S 0 1 )
1 0 1
1 1 0
NOR
— >1 X1 X2 y
— o 0 0| 1
0 1 0
1 0 0
1 1 0
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Ubung 2: Zeigen Sie durch Anwendung der Gesetze der Booleschen Algebra, dass ara = a
und ava = a gilt. Hinweis: Wenden Sie die Rechengesetze 5, 1 und 4 an.

Ubung 3: Zeigen Sie, dass 0na=0 und dass 1va=1 ist.

Ubung 4: Beweisen Sie das Gesetz der Verneinung —(—a) = a allein mit den Rechengesetzen
der Booleschen Algebra. Hinweis: Zeigen Sie zunéichst, dass "ana=0 und —av a=1, und
wenden Sie dann den Satz zur Auflosung von Gleichungen an.

Ubung 5: Beweisen Sie die de Morganschen Gesetze

~(anb)y=—av-—b

—(avb)y=—an-b
allein mit den Rechengesetzen der Booleschen Algebra. Hinweis: Zeigen Sie mit Hilfe des
Distributivgesetzes zunéchst, dass @ Ab)ya (—a v—-b) =0 und

(@ Ab) v(-a v—b) =1 gilt und wenden Sie dann den Satz zur Auflésung von Glei-
chungen an.

Ubung 6: Zeigen Sie durch Anwendung der Definitionsgleichungen und durch alleinigen Ge-
brauch der Rechengesetze der Booleschen Algebra, dass XOR(a, b) = NOT(EQUIV(a, b)).

Diese Lektion hat eine sehr technische Sicht der so genannten Aussagenlogik geboten. Im
zweiten Teil der Veranstaltung werden wir den Blickwinkel dndern und die Sache aus sprach-
licher Sicht erneut behandeln. Erstere ist fiir den Bau der Computer, letztere fiir deren Pro-
grammierung bedeutend.

Literaturhinweise

Der Abschnitt hilt sich an die Biicher von Blieberger u. a. (1990, Abschnitt 7), Schiffmann
und Schmitz (1993, Abschnitt 4), Wendt (1982, Abschnitt 10).

Hinsichtlich der Bezeichnungen wurde auf das Buch von Hermes zurlickgegriffen:

Hermes, H.: Einfithrung in die mathematische Logik. Teubner, Stuttgart 1991
Eine umfassende Behandlung der Logik aus ingenieurwissenschaftlicher Sicht bietet das
Buch von Schneeweiss:

Schneeweiss, W. G.: Boolean Functions - with Engineering Applications and Computer Pro-
grams. Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg 1989
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Tafel 1.3-3 Die Gesetze der Booleschen Algrebra

1. Kommutativgesetze

arnb=bnaa
avb=bva

2. Assoziativgesetze

(@nb)yac=an(bac)
(@avbyvc=av(bvo)

3. Distributivgesetze

an(bbv c)=(aanb)yv(@nac)
av(bac)y=(@vbya(avece

4. Absorptionsgesetze

an(avb)y=a
av(@aab)=a

5. Existenz neutraler Elemente

Ova=a
lAna=a

6. Existenz komplementarer Elemente

av—a=1
arn—a=0



1.5 Schaltnetze und deren Minimierung
Normalformen (DNF, KNF), Minimierung, Produktlebensphasen, Entwurf eines Schaltnetzes.
Schaltnetze sind schaltungtechnische Realisierungen von Schaltfunktionen.

Mit den Verkniipfungen AND, OR und NOT kann jede beliebige Schaltfunktion aufgebaut
werden. Da sich diese Verknilipfungen wiederum allein mit NAND-Gliedern (oder NOR-
Gliedern) realisieren lassen, reicht sogar ein Gatter-Typ zur Realisierung beliebiger Schalt-
funktionen aus. Diesen Sachverhalt driickt man kurz so aus: AND, OR und NOT bilden eine
funktional vollstandige Verkniipfungsmenge. Auch das NAND allein ist funktional vollstén-
dig. Dasselbe gilt fiir das NOR allein.

Wie findet man zu einer vorgegebene Schaltfunktion eine Realisierung, die nur AND-, OR-
und NOT-Gatter enthdlt? Das grundsitzliche Vorgehen sei an der Schaltfunktion f der Tafel
1.3-1 des letzten Abschnitts erldutert.

Fiir jede Zeile, die fiir die Funktion den Ergebniswert 1 aufweist, schreiben wir eine Vollkon-
junktion hin; das ist eine konjunktive Verkniipfung samtlicher unabhingigen Variablen. Falls
der Wert einer Variablen in der Zeile gleich 1 ist, wird die Variable nicht negiert hingeschrie-
ben, andernfalls negiert. Alle diese Vollkonjunktionen werden disjunktiv verkniipft.

Jede Vollkonjunktion nimmt fiir genau eine Variablenbelegung den Wert 1 an, namlich fiir
die Variablenbelegung derjenigen Zeile, fiir die sie aufgestellt worden ist. Auf diese Weise
entsteht folgende Funktionsdarstellung fiir die Schaltfunktion aus Tafel 1.3-1:

f (Xl ’ X2 ’ X3)
Eine solche Funktionsdarstellung heifit kanonische disjunktive Normalform (KDNF).

Zur kanonischen konjunktiven Normalform (KKNF), kommt man, indem man zunéchst die
KDNF der negierten Funktion bestimmt:

~f(x1, X9, X3)
= (TxpATxATRG) V(T AXAX3) V(X1 ATHpAKS)
V (X1 AxgATX3) V (X7 AXyAXS)
Dann negiert man diese und wendet eine der de Morganschen Regeln an:
Fx1, %3, X3)
=(Cf(x1, x3, x3))
= (x1VxoVx3) A (xpVTxpVTxs) A (Txp VIV TX)

A (TxVTx VX)) A (Tx VXV TXS)

Man kann auch - analog zur Erstellung der KDNF - von vornherein Volldisjunktionen zur
Erzeugung von Nullen hinschreiben und diese konjunktiv verkniipfen.

KDNF und KKNF I6sen die Aufgabe der Darstellung von Schaltfunktionen mittels Grund-
operationen. Allerdings nicht immer auf die einfachste Weise. Meist sind mehr Verkniipfun-
gen beteiligt als unbedingt notig.

Je weniger verschiedene Verkniipfungsarten auftreten und je geringer die Gesamtzahl der
Verkniipfungen ist, desto einfacher ist die technische Realisierung. Durch geschickt Anwen-
dung der Regeln und Sitze der Booleschen Algebra kann man sich diesem Ziel néhern.
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Es gibt systematische Methoden der Minimierung. Da sie Gegenstand anderer Lehrveranstal-
tungen sind, seien die bekanntesten hier nur erwéhnt: Das Verfahren von Quine und McClus-
key liefert einen Algorithmus, dessen Abarbeitung man dem Computer iiberlassen kann. Das
Verfahren von Karnaugh und Veitch ist besonders anschaulich und eignet sich fiir den ,,Ent-
wurf von Hand*“. Beide Verfahren sind in der angegebenen Literatur zu finden.

Durch Reduzierung der an jedem konjunktiven (bzw. distributiven) Ausdruck beteiligten Va-
riablen bleibt die Grundstruktur der Ausdriicke erhalten. Man spricht dann von einer Disjunk-
tiven Normalform (DNF) bzw. von einer konjunktiven Normalform (KNF). Beispielsweise
lasst sich die KDNF (anbac) v (an—bAac) mit Hilfe der Gesetze der Booleschen Algebra ver-
einfachen zur DNF (anc).

Ubung: Zeigen Sie unter alleiniger Anwendung der Rechenregeln der Booleschen Algebra,
dass tatsdchlich gilt: (aabac) v (aa—bAac) = (anc).

In dieser Lektion soll das Prinzipielle des Entwurfs von Schaltnetzen an einem Beispiel, dem
Entwurf eines Volladdierers, vorgefiihrt werden. Bei dieser Gelegenheit ist es angebracht,
auch den Gesamtzusammenhang zu beleuchten, in dem der reine Schaltungsentwurf steht.
Dazu fithre man sich einmal die Produktlebensphasen vor Augen:

1. Anforderungserfassung: Ergebnis ist die verbale Beschreibung des Produkts, die nichtfor-
male Spezifikation.

2. Spezifizierung: Ergebnis ist die formale Spezifikation, beispielsweise eine Funktionstabel-
le.

3. Entwurf: Ergebnis ist die Architektur des Produkts, beispielsweise ein Blockschaltbild mit
den Schaltzeichen der Tafel 1.3-2.

4. Implementierung: Ergebnis sind die Konstruktionsunterlagen und Schaltbilder in der ge-
wihlten Technologie, beispielsweise CMOS.

5. Realisierung: Ergebnis sind die Fertigungsunterlagen (Stiicklisten und dergleichen)
6. Fertigung/Montage/Priifung

7. Vertrieb/Beratung/Verkauf

8. Gebrauch/Verbrauch/Wartung

9. Recycling/Entsorgung

Fiir den Bau eines Addierers sollen hier die ersten drei Phasen durchlaufen werden.

Anforderungserfassung: Es geht darum, die Addition von Zahlen im bindren Zahlensystem zu
realisieren. Da das Stellenwertsystem es erlaubt, die Addition stellenweise zu betrachten, geht
es also zunichst nur darum, zwei Bits zu addieren: 0+0=0, 0+1=1, 1+0=1, 1+1=0 plus Uber-
trag von einem Bit zur néchsten Stelle. Das fiihrt zu Schluss, dass ein Volladdierer eigentlich
drei EingangsgroBen hat, denn wir miissen auf jeder Stufe auch den Ubertrag vom letzten Bit
beriicksichtigen. Im hdchsten Fall sind also drei Einsen zu addieren: 1+1+1 = 1 plus ein Uber-
trag von 1 zur nichsten Stelle. Als AusgangsgroBen hat jeder Volladdierer das Summenbit
und den Ubertrag zur niichsten Stelle (Carry-Bit).

Spezifizierung: Aus der verbalen Beschreibung lésst sich leicht die Funktionstabelle herleiten.
Wir bezeichnen die Eingangsgréflen mit A, B (die Bits auf den entsprechenden Stellen der
Summanden) und Cy; (Carry-Bit von der niedrigerwertigen Stelle). Die Ausgangsgrofien sind
das Summenbit S und der Ubertrag zur nichsten Stelle C. Die Spezifikation mittels Funkti-
onstabelle:
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A | B |Cy| S C
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

Entwurf: Aus der Funktionstabelle liest man unmittelbar die KDNF fiir die Ausgangsgrofien
ab. Zur Verkiirzung der Darstellung lassen wir die Klammern und das Verkniipfungszeichen
A weg.

S =-A-BC; v ~AB—C; v A~B—C;; v ABCy
C = _‘ABCU Vv A_‘BCU Vv AB_‘CU vV ABCU

Der Ausdruck fiir das Carry-Bit ldsst sich vereinfachen:
C=-ABC; v ABC; v AB—C;; v ABC;
=—-ABC; v A-BC;; v AB—C;; v ABC; v ABCy; v ABCy
= (—ABCyv ABCy)) v (A—BCy; v ABCy)) v (AB—C;; v ABCy)
=BC;; v AC;; v AB

Ferner konnte man beispielsweise noch ACjjvAB vereinfachen zu AA(CjvB). Aber damit
ginge die Grundstruktur der DNF verloren. Aber gerade fiir die Realisierung von Schaltfunk-
tionen in dieser Form gibt es programmierbare Logikbausteine (PLD, Programmable Logic
Devices). Diese gehoren zur Klasse der ASICs (Application Specified Integrated Circuits).
Wir begniigen uns also mit dem erreichten Stand der Minimierung. Bild 1.4-1 zeigt das zuge-
horige Blockschaltbild.

Konvention fiir Blockschaltbilder: EingangsgrofRen gehen von links oder von oben in Blocke
hinein. Ausgangsgrofien verlassen die Blocke nach rechts oder nach unten.

Ubung: Zeichnen Sie das Blockschaltbild fiir einen Addierer, der 4-Bit-Wérter addieren kann.
Das Additionsergebnis sei ebenfalls ein 4-Bit-Wort. Was passiert, wenn die Summe gleich 16
oder gar groBer wird? Hinweis: Mit k mod n bezeichnet man den ganzzahligen Rest der Divi-
sion von K durch n. Die Zahlen werden als ganzzahlig vorausgesetzt, auBerdem sei K = 0 und
und n > 0.

Literaturhinweise

Entwurf und Minimierung von Schaltnetzen werden im Buch von Schiffmann und Schmitz
(1993, Abschnitt ,4 Schaltnetze®, Abschnitt ,,7.1.4 ASICs*) dargestellt. Zum allgemeinen
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Vorgehen bei Entwurf und Konstruktion wurde auf die Hiitte (1991, Teil ,,K Entwicklung und
Konstruktion*) und folgende weitere Literatur zuriickgegriffen:

Zemanek, H.: Das geistige Umfeld der Informationstechnik. Springer, Berlin, Heidelberg
1992

Cy B A

\%
w

Bild 1.4-1 Volladdierer



1.6 Schaltwerke und Speicher
Schaltungen mit Riickkopplungen. Entwurf von Ein-Bit-Speichern.

Mit Schaltnetzen lassen sich boolesche Funktionen realisieren. Abldufe, wie sie bei Algorith-
men auftreten, sind damit nicht moglich. Fiir die Losung allgemeiner algorithmischer Aufga-
ben benétigen wir Einrichtungen mit Gedéchtnis, also Gerite, die einen Zustand speichern
konnen.

Grundsitzlich fiir diesen Zweck geeignet sind Schaltwerke. Diese unterscheiden sich von den
Schaltnetzen dadurch, dass sie Riickkopplungen enthalten: Beim Schaltnetz kommt man,
wenn man den Signalfluss verfolgt, immer zwangsldufig zum Ausgang; kein Pfad wird mehr-
fach durchlaufen. Demgegeniiber kommen in Schaltwerken Schleifen vor.

Ein Schaltwerk beschreiben wir mit den Variablen X, y und z - das sind die Eingangsgrofie,
die AusgangsgroRe und die Zustandsvariable des Schaltwerks. Die Werte der GréBen sind
Binirzeichenfolgen: x e BM y € BN, z € BY.

AuBerdem sei eine Ubergangsfunktion f gegeben, die in Abhingigkeit von dem momentan
giiltigen Zustand und der momentan anliegenden EingangsgroBe den Folgezustand z' festlegt:

Z'=1(z, x)

Dabei wollen wir voraussetzen, dass der Folgezustand stabil ist, dass also z' = f(Z', x) gilt. (Ge-
naugenommen wéren noch Einschrinkungen in Bezug auf Laufzeiteffekte notig. Aber diese
Betrachtungen fiihren hier zu weit. Sie gehoren in die Lehrveranstaltungen der Digitaltech-
nik.)

Die Ausganggréfien sind durch die Ausgabefunktion g gegeben:

y=09(zXx)

Fiir m = 0 hat das Schaltwerke keine Eingangsgrofe, und fiir g = 0 liegt der Grenzfall des
Schaltnetzes vor.

Die abstrakten Definitionen sollen nun mit Gehalt gefiillt werden. Wir nehmen uns den Bau
eines einfachen Speichers vor. Zundchst wollen wir die Anforderungen formulieren.

Anforderungserfassung: Die Schaltung hat zwei Eingénge: den S-Eingang zum Setzen des
Bits (Set) und den R-Eingang zum Riicksetzen (Reset). Setzen und Riicksetzen sollen jeweils
durch den Wert 1 der jeweiligen Eingangsgro3e bewirkt werden. Ansonsten haben die Ein-
gangsgroflen den Wert 0. Die Ausgangsgrofe soll nach dem Setzen des Bits den Wert 1 an-
nehmen und nach dem Riicksetzen den Wert 0.

Spezifizierung: Die AusgangsgroBe ist zugleich Zustandsvariable. Wir nennen sie Q. Die Ein-
gangsgroBen sind S und R. Mit den obigen Bezeichnungen ist also X = (S, R), y =12z = Q. Die
Ubergangsfunktion ist gegeben durch folgende Tabelle:
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In dieser Tabelle bedeutet ,,- soviel wie ,,don't care®. In diesen Fillen ist es also egal, wel-
chen Wert der Ausgang annimmt. Bereits die Eingangswertkombination wird als unsinnig
angesehen und sollte eigentlich nie vorkommen. Wir kdnnen hier willkiirlich 1 oder 0 einset-
zen. Dabei bietet sich die Mdglichkeit, den Entwurf zu optimieren. Bei Ansatz einer KDNF
wird man diese Werte auf null setzen und bei Ansatz einer KKNF wihlt man diese Werte zu
eins.

Ubung: Stellen Sie fest, ob die Folgezustinde alle stabil sind.
Entwurf: Nach der Methode des letzen Abschnitts ergibt sich die KDNF zu
Q'=—-SRQ v SR—Q v S—RQ.

Diese Funktion ist zu vereinfachen, denn es sind - gemessen an der einfachen Aufgabe - zu
viele verschiedene Gattertypen und diese in zu grofer Anzahl beteiligt. Nun gibt es viele
Moglichkeiten, die Regeln der Booleschen Algebra auf diesen Ausdruck anzuwenden. Von
vornherein ist allerdings nie klar, ob der eingeschlagene Weg tatsdchlich zu Vereinfachungen
fiihrt. Am besten man probiert viele Wege aus. In dieser Lektion werden natiirlich nur die
Wege beschritten, die schlieBlich von Erfolg gekront sind. Zunéchst stellen wir fest, dass der
letzte Term sich von den beiden vorhergehenden jeweils in nur einer Variablen unterscheidet.
Das fiihrt unmittelbar zu folgenden Vereinfachungsschritten:

Q'=—-S"RQ v S7R—Q v (S7RQ v S—RQ) //la=ava
=(=S~RQ v S~RQ) v (5"R—Q v S—RQ) //Assoziativgesetz
=-RQ(—SvS) vSR(—Q v Q) //Kommutativ- und Distibutivgesetze
=-RQ v SR //Exitenz komplementéirer Elemente
=-RQVYS) // Kommutativ- und Distibutivgesetze

Nun stort nur noch, dass die Verkniipfungen drei verschiedene Gatter erfordern. Eine einfache
Umformung beseitigt diesen Missstand. SchlieBlich sind nur zwei NOR-Bausteine notig.

Q' =-R(@QvYS)
==(Rv—=(QvVYS)) //De Morgansche Gesetze
=NOR(R, NOR(Q, S)) //Funktionsdefinition

Zur Realisierung mit NAND-Gattern kommt man, indem man die KDNF fiir ~Q" aufstellt und
dabei die ,,Don't Care*“~-Terme auf 1 anstatt auf 0 setzt:

—Q'=-5-R—Q v =SR—Q v —=SRQ
=-5-Q v =SR =—-5(—Q v R) = =S—(Q—R)
Oder so
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Q'=~(—Q") = ~(=S~(Q—R)) = NAND(—S, NAND(Q, —R))
Das Schaltbild ist in Bild 1.5-1 zu sehen.

-S %
R & ||

Bild 1.5-1 Ein-Bit-Speicher

Der Speicher aus Bild 1.5-1 wird RS-Flip-Flop genannt. Den negierten Q-Ausgang erhélt
man, indem man die Grof8e zwischen den NAND-Gattern als Ausgangsgréfle herauszieht.

Ubung: Setzen Sie ein Flip-Flop aus einem Vorschaltnetzwerk und nachfolgendem RS-Flip-
Flop gemiB Bild 1.5-2 zusammen. Folgende Anforderungen sollen erfiillt sein: Die Schaltung
soll den Wert der Eingangsgrole D an den Ausgang Q libernehmen, sobald das Taktsignal C
(Clock) den Wert 1 annimmt. Die unzuldssigen Eingangskombinationen fiir das RS-Flip-Flop
sollen vermieden werden. Entwerfen Sie das Vorschaltnetzwerk aus NAND-Gattern. Der so
entstehende Ein-Bit-Speicher heifit taktpegelgesteuertes D-Flip-Flop (Wendt, 1982, S. 64).
Eine Schaltungsvariante kommt mit nur zwei NAND-Gattern aus.

Anmerkung: Das D-Flip-Flop liefert den Werte der Eingangsvariablen D um einen Takt ver-
zogert am Ausgang Q ab. Daher der Name: D steht fiir Delay.

-S

Vorschaltnetz RS-Flip-Flop —— QO

- R

Bild 1.5-2 Flip-Flop mit Vorschaltnetzwerk

Literaturhinweise

Diese Lektion orientiert sich hinsichtlich des Aufbaus am Buch von Wendt (1982, Abschnitt
,10.3 Schaltwerke®, S. 47 ff.).



1.7 Automaten
Automaten und synchrone (getaktete) Schaltwerke.

Mit den Moglichkeiten des Codierens, Speicherns und Verarbeitens von Nachrichten liegen
die Grundlagen bereit. Alle notwendigen Voraussetzungen fiir den Computerbau sind damit
gegeben. Jetzt geht es nur noch um den effizienten Einsatz der Ressourcen - um die Rechner-
architektur.

Die wesentlichen Fahigkeiten zur Verarbeitung von Information und zur Abarbeitung von
Algorithmen lassen sich mit Automaten darstellen. Und Automaten wiederum lassen sich
durch getaktete Schaltwerke realisieren.

Einen Automaten beschreiben wir in derselben Weise wie allgemeine (also auch ungetaktete)
Schaltwerke: Gegeben ist also eine Ubergangsfunktion f und eine Ausgabefunktion g.

f Speicher
Zy+1 Z

Bild 1.6-1 Blockschaltbild eines Automaten

Im Unterschied zur letzten Lektion wollen wir nun aber voraussetzen, dass fiir das Verhalten
des Systems die Werte der Variablen X, y und z nur zu festen Zeitpunkten t, t, ty, t3, ... rele-
vant sind. Wir haben also eine Folge X, X, X5, X3, ... von Werten der Eingangsgrofie X, eine
Folge Yo, Y1, Y2, ¥3, ... von Werten der AusgangsgroB3e y und eine Folge 2, 7;, 75, Z3, ... von
Werten der Zustandsgrofle z zu betrachten. Der Zusammenhang zwischen den Gréf3en wird
durch folgende Gleichungen hergestellt:

Zkr1 = (g %)
Yk = 9(Zk, X)

Das allgemeine Blockschaltbild zeigt das Bild 1.6-1. Die Aufgabe des Speichers ist es, inner-
halb der auf den Zeitpunkt ty folgenden k-ten Periode den fiir die Periode giiltigen Zustand
festzuhalten und jeweils zum nédchsten markierten Zeitpunkt ty,; den neuen Zustand zu iiber-
nehmen.

Grundsitzliche Losungen fiir die drei Blocke in Bild 1.6-1 sind uns bekannt: Fiir f und g sind
das die Schaltnetze und die wesentlichen Komponenten des Speichers sind D-Flip-Flops.

Der Speicher erfordert eine eingehende Betrachtung. Folgendes Problem ndmlich tritt auf,
wenn man die Speicherung der Bits mit einem taktpegelgesteuerten D-Flip-Flop versucht: Bei
einem Ubergang des Taktes von 0 nach 1 wird der Wert des Flip-Flop-Eingangs an den Aus-
gang libernommen. Das Schaltnetz f berechnet den nédchsten Zustandswert. Dadurch dndern
sich die Werte am Eingang des Speichers. Aber zu diesem Zeitpunkt kann das Taktsignal
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noch den Wert 1 haben und das kann zu unerwiinschten Verdanderungen der Ausgangsgrof3en
des Speichers innerhalb des alten Taktschrittes fiihren.

Eine grundsitzliche Moglichkeit, dieses Problem zu l6sen und den Ausgang des Speichers
vom Eingang zu trennen, bietet die Hintereinanderschaltung von zwei taktpegelgesteuerten
Flip-Flops. Es entsteht das Master-Slave-Flip-Flops, dessen Funkionsprinzip in Bild 1.6-2
dargestellt ist. Der Wert des Eingangs wird erst dann an den Ausgang iibergeben, wenn das
Taktsignal zum Wert 0 zuriickkehrt (retardierter Ausgang).

Eine weitere Moglichkeit zur Entkopplung der Ein- und Ausgénge von Speichern bieten takt-
flankengesteuerte Flip-Flops. Weitere Informationen zur Entkopplung und zu den Details der
Realisierung sind in den angegebenen Quellen zu finden.

D Master Qu
C

Slave

Qs

—C

Bild 1.6-2 Prinzip des Master-Slave-Flip-Flops

Als Beispiel fiir den Entwurf eines getakteten Schaltwerks nehmen wir einen umschaltbaren
2-Bit-Gray-Code-Zahler (Schiffmann, Schmitz, 1992, S. 227). Wir durchlaufen wieder die
ersten drei Produktlebensphasen.

Anforderungserfassung: Ausgangsgrofle des Zihlers ist ein 2-Bit-Wort. Die Eingangsgrof3e
besteht aus einem Bit. Falls der Wert der Eingangsgrofe X gleich 0 ist, soll die Ausgangsgofie
y zyklisch - Takt fiir Takt - folgende Werte liefern: 00, 01, 11, 10 ... Fiir x = 1 sollen die Wer-
te in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen werden 00, 10, 11, 01, ...

+
+

Spezifizierung: Der Zihlerstand wird in
der Zustandsvariablen z gespeichert. Sie ist
zugleich Ausgangsgrofe: y =z = (zq, Zy) =
21Zo. Da wir die Indexschreibweise schon
fiir die Komponenten des Zustands ver-
wenden, wollen wir hier auf den Index fiir
die Zeit verzichten. Die fiir den Index k
giiltigen Werte werden mit X, y und z, z;
und z, bezeichnet. Der Zustand des fol-
genden Zeitschritts ist z; er hat die Kom-
ponenten z;* und zy". Die Ubergangs-
funktion f ist gegeben durch die nebenste-
hende Funktionstabelle

N
N
(=]
N
N
o

_—_- — - o o o o
- —_- o © = = o o
_ O = O = O = O] X
S - - o © = =~ o
-_ o~ O ©O ~ o =
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Entwurf: Aus den Schaltfunktionen lesen wir die KDNF der Ubergangsfunktionen fiir die
Zustandskomponenten ab:

Zl+ =T TLoX NV TLZL)yTX NV L1TLpX VvV 212X

ZO+ =TL17ZgTXNV TLILyTX NV Z1TLpX V21 ZpX
Diese Funktionen lassen sich durch Anwendung von Regeln der Form abcvab—c = ab und
mit Hilfe der Kommutativ- und Assoziativgesetze vereinfachen zu:

71t =—zpX v X

Zot ="7;7X Vv 71X
Die Architektur in Form des Blockschaltbildes zeigt Bild 1.6-3. Fiir die Speicherung wurden
in diesem Fall taktflankengesteuerte D-Flip-Flops genommen. Da die Flip-Flops iiblicherwei-

se nicht nur den Q-Ausgang, sondern auch noch den negierten Ausgang anbieten, konnen die
Gatter fiir die Negation der Zustandsgréf3en entfallen.

Ubung 1: Entwerfen Sie ein Schaltwerk, das die Funktion eines Tastschalters (einer Nacht-
tischlampe zum Beispiel) realisiert. Ein- und Ausschalten geschieht iiber das Taktsignal des
Schaltwerks. Fiihren Sie die ersten drei Produktlebensphasen aus.

Ubung 2: Ergebnis der ersten Ubung ist eine Schaltung, die man auch als Frequenzteiler be-
zeichnen kann. Zeigen Sie, dass man mit solchen Schaltungen einen zyklisch arbeitenden Du-
alzéhler aufbauen kann.

Literaturhinweise

Diese Lektion folgt dem Abschnitt 6 des Buches von Schiffmann und Schmitz (1993, S. 217
ff.). Anregungen wurden dem Abschnitt ,,J Technische Informatik* (1991, S. J 16 ff.) der
Hiitte und dem Abschnitt ,,10.3 Schaltwerke* des Buches von Wendt (1982, S. 47 ff.) ent-
nommen.



1.7 Automaten

@, L
X ¢
|
& & &
| | |
2> >
Z]+ Z()+
Al D
—Z
Zo D
—Z *
C

Bild 1.6-3 Umschaltbarer Gray-Code-Zahler
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1.8 Der Von-Neumann-Rechner
Eine einfache Rechnerarchitektur.

Mit Schaltwerken kann man alle denkbaren Informationsverarbeitungsaufgaben l9sen. Nur
ein Nachteil scheint ihnen noch anzuhdngen: Andert sich die Aufgabe, muss ein neues
Schaltwerk her. Die Hardware muss neu gebaut werden.

Die Sache bessert sich, wenn man ein steuerbares Schaltnetz verwendet, dessen Funktion
durch Steuergroffen umgeschaltet werden kann. Nun werden auch die Steuerungsbefehle als
Bindrworter codiert und dem Schaltnetz als zusétzliche Eingangsgroflen angeboten. Das Be-
rechnungsergebnis wird dann nicht nur durch die Eingangsgréfen fiir die gewidhlte Verarbei-
tungsfunktion festgelegt (Eingabedaten), sondern auch vom gerade anstehenden Wert der
SteuergrofiRen.

Ein steuerbares Schaltnetz, die so genannte ALU (Arithmetic Logic Unit), ist zentraler Be-
standteil des Rechenwerks eines Von-Neumann-Rechners, Bild 1.7-4. Weitere Bestandteile
dieser Rechnerarchitektur sind das Leitwerk, der Speicher und die Ein-/Ausgabeeinheit.

Leit- Befehlszihler
werk

Befehlsregister

Ablaufsteuerung

e

Rechen-| Akkumulator
werk
ALU
B D D
Speicher Fin-/
Ausgabe

B

Bild 1.7-4 Architektur des Von-Neumann-Rechners

Zeichenerklarung:

S: Steuerverbindung (nur die wichtigste)
D: Datenverbindungen

B: Befehlsverbindungen
Adressverbindungen fehlen ganz
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Neben der ALU enthilt das Rechenwerk mehrere Register. Sie dienen der kurzzeitigen Spei-
cherung von Daten. Das zentrale Register im Rechenwerk ist der Akkumulator. Er sammelt
(akkumuliert) Ergebnisse fortlaufender Operationen, zum Beispiel beim Addieren. Uber ihn
liefert das Rechenwerk das Berechnungsergebnis ab.

Das Leitwerk steuert den Ablauf des Programms, indem es Maschinenbefehle aus dem Spei-
cher holt, im Befehlsregister zwischenspeichert und die einzelnen Operationscodes mittels
einer Ablaufsteuerung in Steueralgorithmen umsetzt. Holphase und Ausfiihrungsphase bilden
zusammen den Befehlszyklus. Er wird vom Leitwerk stdndig wiederholt. Mit dem Befehlszéh-
ler wird der Speicher adressiert. Wahrend der Holphase zeigt er auf den ndachsten Maschinen-
befehl. Nachdem der Befehl geholt ist, wird die Adresse fortgeschaltet. Das geschieht im Nor-
malfall durch eine Erh6hung des Wertes um eins.

Das Leitwerk hat auch die Ubertragung der Daten und Befehle zwischen den einzelnen Kom-
ponenten des Rechners mit Hilfe von Datenbussen zu bewerkstelligen. Ein Datenbus ist im
wesentlichen ein Biindel von Adress-, Daten- und Steuerleitungen, die von mehreren Kompo-
nenten des Rechners gemeinsam genutzt werden. Datenbusse sind in Bild 1.7-4 nicht einge-
zeichnet, sondern nur die wesentlichen der durch die Datenbusse hergestellten Verbindungen
(Kommunikationsbeziehungen).

Im Speicher eines Von-Neumann-Rechners werden sowohl Daten, also die Eingangs- und
Ausgangsgrofien der Berechnungen, als auch die Befehle aufbewahrt.

Die Ein-/Ausgabeeinheit dient als Schnittstelle zur Peripherie des Rechners. Zur Peripherie
gehoren die Tastatur, die Maus, Monitore, Drucker usw.

Fiir die unmittelbare Programmierung solcher Rechner werden die Maschinenbefehle mit kur-
zen und leicht eingéngigen Namen bezeichnet. Eine Folge solcher Befehle bilden ein Assemb-
lerprogramm. Es wird durch einen Assembler in Maschinencode (Bitfolgen) iibersetzt.

Um das Prinzip sichtbar zu machen, soll ein einfacher Algorithmus in einer Art Assembler-
Sprache formuliert werden. Und zwar nehmen wir den Euklidischen Algorithmus zur Berech-
nung des groBten gemeinsamen Teilers zweier Zahlen p und q als Beispiel.

Zunéchst ein paar Bezeichnungen: a div b bezeichne das Ergebnis der ganzzahligen Division
von a durch b, und a mod b den Rest der Division. Dabei wird a als nichtnegativ und b sogar
als positiv vorausgesetzt. Offensichtlich gilt a = b-(a div b) + a mod b und 0 < a mod b <b.

Beispiel: 55 div 6 =9 und 55 mod 6 = 1.
Der Euklidische Algorithmus geht so:

Setze pp=pund p; =

Berechne p; = py mod p;

Falls p, ungleich 0, berechne p3 = p; mod p,
Falls p3 ungleich 0, berechne p4 = p, mod p3
Uusw.

Fiir irgendeinen Index k muss einmal pg = 0 sein und es geht nicht mehr weiter. Dann ist der
grofte gemeinsame Teiler von p und q gefunden. Er ist gleich py_;.

Nun ist es nicht sinnvoll, alle Zwischenergebnisse aufzuheben. Es geniigen drei Speicherplit-
ze fir die Variablen: zwei fiir die Grofen p und g und einer fiir die Hilfsgroe r, den Divisi-
onsrest. Allerdings muss es moglich sein, Werte umzuspeichern. Wir schreiben a:= b fiir die
Zuweisung. Durch eine solche Zuweisung verdndert sich nur die linke Seite; a erhélt densel-



42 1 Technische Grundlagen

ben Wert wie b. Der Euklidische Algorithmus ldsst sich mit dieser Vereinbarung so schrei-
ben:

1. Berechne r = p mod g
2. Falls r = 0: Ergebnis ist gleich g; Ende
Falls r>0: p:=q; g:=r; Gehe zu 1.

Fiir die Programmierung wollen wir davon ausgehen, dass die Werte genauso viel Platz beno-
tigen wie die Befehle. Es gibt also eine einheitliche Wortbreite fiir Befehle und Daten. Die
Speicherplédtze werden durchnumeriert. Diese Nummern entsprechen den Adressen. Die Vari-
ablen p, q und r stehen auf den Plédtzen 0, 1 und 2. Ab Speicherplatz 3 kommt das Programm.
Die Speicherbelegung zeigt Bild 1.7-5.

Die Befehle (hier: Einadressbefehle) bestehen aus dem Operationscode und der Adresse (all-
gemeiner: Parameter). Letztere gibt an,

- woher bzw. wohin Daten zu {ibertragen sind (bei Dateniibertragungsbefehlen)

- welcher Speicherinhalt mit dem Akkumulator zu verkniipfen ist (bei Verkniipfungsbefeh-
len)

- mit welcher Adresse die Befehlsfolge fortzusetzen ist (bei Sprungbefehlen)

Bei den Sprungbefehlen wird der normale Ablauf insofern unterbrochen, als der Befehlszéhler
nicht einfach weiterzédhlt, sondern indem er explizit auf einen bestimmten Wert gesetzt wird.

Literaturhinweise

Die Darstellung des Hardware-Aufbaus des Von-Neumann-Rechners lehnt sich an Schift-
mann und Schmitz (1992, Abschnitt ,,2 von NEUMANN-Rechner®, S. 24 f.) an. Hinsichtlich
der Programmierung folgt die Lektion dem Buch von Roller (1994, Abschnitt ,,3.6 Steuer-
werk®, S. 58 ff.). Uber den Aufbau realer Rechner gibt beispielsweise das ,,Microsystem
Components Handbook* der Firma intel Auskunft. Zur Assembler-Programmierung siche
beispielsweise das Referenzhandbuch zu Turbo-Assembler der Firma Borland.

Als Modell fiir den Von-Neumann-Rechners wurde der Didaktische Computer gewahlt:

http://www.oberstufeninformatik.de/dc/index.html
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1.8 Der Von-Neumann-Rechner

Adresse | Operati- | Parameter | Kommentar
onscode

0 JMP 4 | PC:=4

Speicherplatze fiir die Variablen
1 DEF 0 | Variable p (Wert = 0)
2 DEF 0 | Variable g (Wert = 0)
3 DEF 0 | Variable r (Wert = 0)

Eingabe der Zahlenwerte
4 INM 1 | Eingabe p (INput to Memory)
5 INM 2 | Eingabe q

Befehlsfolge des ersten Schrittes: r := p mod q
6 LDA 1 | AC:=p (LoaD into Accumulator)
7 STA 3 | ri=AC (STore Accumulator to memory)
8 SUB 2 | AC:= AC-q (SUBtract from accumulator)
9 JNM 7 | Falls 0=AC: PC:= 7 (Jump on Not Minus)

Befehlsfolge des zweiten Schrittes:
Falls r = 0: Ausgabe und Ende.
Falls r>0: p:= q; q:= r; Gehe zum ersten Schritt.

10 LDA 3 | AC:=r (LoaD into Accumulator)
11 JZE 17 | Falls AC=0: PC:= 17 (Jump on ZEro)
12 LDA 2| AC:=q
13 STA 1| p:=AC
14 LDA 3| AC:=r
15 STA 2| g=AC
16 JMP 6| PC:=6
Ausgabe und Ende
17 ouT 2 | Ausgabe: q (Ergebnis)
18 END

Bild 1.7-5 Speicheraufteilung und Programm fiir den Euklidischen Algorithmus.

Erlauterungen:

AC: Akkumulator (Accumulator)
PC: Befehlszéhler (Program Counter)
Start des Programms mit PC = 0



2 Sprachliche Grundlagen

2.1 Syntax der Kurzform-Logik

Wiederholung der Grundlagen der Logik: Aussagenlogik aus sprachlicher Sicht. Betonung
der Formalisierung.

Programmieren ist das Konstruieren von Maschinen mittels einer Universalmaschine - dem
Rechner. Die Funktion der Maschine wird durch ein Programm festgelegt, also durch die
Formulierung eines Algorithmus in einer Programmiersprache.

Die Konstruktionsaufgabe lduft auf das Schreiben von Texten hinaus. Tatsdchlich empfinden
sich manche Informatiker eher als Dichter denn als Konstrukteure. Bedenkenswert ist, was
Knuth in seinem Buch ,,Literate Programming* (CSLI Lecture Notes, 1992) zu diesem The-
ma zu sagen hat: Programme, die wirklich schon, niitzlich und gewinnbringend sein sollen,
miissen lesbare Texte sein. Beim Schreiben sollte man mehr an den Leser als an die Maschi-
ne denken.

Der gute Software-Konstrukteur ist vor allem aber Ingenieur; und er arbeitet wie ein Ingeni-
eur auf guter wissenschaftlicher Grundlage. Deshalb wollen wir uns zuerst mit den Grundla-
gen der Programmiersprachen auseinandersetzen.

Der erste Unterricht im Programmieren konfrontiert den Anfanger mit einer Schwierigkeit: Er
muss zwei Sorten von Sprachen auseinander halten, namlich die Objektsprache (z.B. die Pro-
grammiersprache pascal) und die Metasprache (z.B. Deutsch), also die Sprache, in der ihm
das Programmieren beigebracht wird.

Die Programmiersprache hat eine wesentlich strengere, einfachere Struktur als die Metaspra-
che. Sie ist eine formale Sprache. Prototypen der formalen Sprachen sind die Sprachsysteme
der mathematischen Logik: die Aussagenlogik und die Pradikatenlogik.

Die Préddikatenlogik ist es auch, die es erlaubt, die Anforderungen an ein Programm - und
letztlich dessen Funktion - mittels Vor- und Nachbedingung zu beschreiben. Zudem treten in
den Programmen selbst logische Ausdriicke auf. Also: Die mathematische Logik ist das A
und O der Programmierung.

Anhand der Sprache der Logik wird exemplarisch deutlich, wie man zwischen der Form
sprachlicher Gebilde - der Syntax oder Grammatik - und deren Inhalt bzw. Bedeutung - der
Semantik - zu unterscheiden hat. Diese Unterscheidung soll hier einigermallen konsequent
herausgearbeitet werden. Insbesondere den Darstellungsmitteln zur Definition der Syntax und
der Semantik von Programmiersprachen wird einiger Platz eingerdumt. Dadurch soll dem
Lernenden spéter der Einstieg in andere Programmiersprachen erleichtert werden.

Aber bevor wir uns mit diesen bereits recht komplexen Sprachen beschiftigen, soll uns eine
minimale Sprache als Modell dienen, an dem wir den Umgang mit solchen formalen Spra-
chen lernen. Wir wollen die Ausdriicke dieser Modell-Sprache Kurzform-Ausdriicke nennen.
Kurzform-Ausdriicke zeichnen sich durch extrem konzentrierte Schreibweise aus und wir
werden sie wegen dieses Vorteils spéter bei der Kommentierung von Herleitungen (Dedukti-
onen) verwenden.

Die Syntax legt fest, was wir unter einem wohlgeformten Ausdruck verstehen wollen. Fiir die
Syntaxdarstellung nehmen wir die erweiterte Backus-Naur-Form (EBNF) entsprechend dem
pascal-Standard (DIN 66 256). In der Metasprache EBNF werden die Symbole in folgenden
Bedeutungen verwendet:

= steht fiir ,,ist definiert als*
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oY fur ,,alternativ*
, [x]1™ fur,kein oder ein Auftreten von x*
»{x}™ fir,kein, ein- oder mehrfaches Auftreten von x*

Nichtterminale Symbole (sie kommen nur in der Metasprache vor) werden kursiv geschrieben.
Terminale Symbole sind die Elemente der Objektsprache und werden nichtkursiv geschrieben.
Sie konnen in Anfiihrungszeichen stehen. Sie miissen in Anfiithrungszeichen stehen, wenn
Verwechslungsgefahr mit einem der Symbole der Metasprache besteht. Die Festlegung der
Syntax geschieht durch eine Reihe von Produktionsregeln der Gestalt

Nichtterminales Symbol = Rechte Seite der Produktionsregel

Jedes nichtterminale Symbol kommt in genau einer Produktionsregel auf der linken Seite vor.
Es gibt ein Startsymbol und alle wohlgeformten Sétze lassen sich aus diesem Startsymbol
ableiten. Bei einer solchen Ableitung werden Schritt fiir Schritt die nichtterminalen Symbole
durch die auf der rechten Seite der Produktionsregel aufgefiihrten Symbole oder Symbolfol-
gen ersetzt. Das geschieht so lange, bis alle nichtterminalen Symbole verschwunden sind.

Kurzform-Ausdriicke sind Zeichenfolgen, die nach den folgenden Produktionsregeln aus dem
Startsymbol Ausdruck gebildet werden.

Konstante = 0 | 1

Variable =2 | B | C | D|E | F| G| H | I | J|]K]|]L|M]|]N |
Ol Pl QI R| S| T]U|VIWI|X|Y]|Z

Element = Konstante | Variable

Faktor = "-" Faktor | Element | " (" Ausdruck ")"

Term = Faktor { Faktor }

EinfacherAusdruck = Term { "+" Term}

VergleichsOperator = "=" | "<"

Ausdruck = EinfacherAusdruck [ VergleichsOperator EinfacherAusdruck ]

Ausdriicke, die gemal diesen Produktionsregeln gebildet worden sind, heiflen wohlgeformt.
Zuweilen nennt man einen wohlgeformten Ausdruck auch eine Formel. Kurzform-Ausdriicke,
also wohlgeformt nach den Produktionsregeln dieser Syntax, sind:

1. A=(B<-A)
(A=A-B) <A+B

(A+B) (A<C) < (B+C)

(A=B) (C==D)

. A=(B=(C=-(B=C)))

(AB+AC+BC) (A<—-B) (B<—C) (C<A)
. 0

~ o 0w N

Nicht wohlgeformt hingegen sind

8. A+ (+B)

9. =

Jeder wohlgeformte Ausdruck kann durch einen Syntaxbaum (auch: Ableitungsbaum) be-
schrieben werden. Fiir den ersten der wohlgeformten Ausdriicke ist dieser in Bild 2.1-1 dar-
gestellt.

Der Syntaxbaum ist eine Darstellung der Bedeutungsstruktur eines Ausdrucks - nicht jedoch
seiner Bedeutung. Er ist strikt von oben nach unten und von links nach rechts zu lesen! Eine
Grammatik heilt eindeutig, wenn es zu jedem wohlgeformten Ausdruck genau einen Syntax-
baum gibt.
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Die Eindeutigkeit der Kurzform-Grammatik ergibt sich aus folgender Tatsache: Der Syntax-
baum ldsst sich schrittweise konstruieren, indem man die Symbole eines Ausdrucks der Reihe
nach und jeweils einzeln betrachtet. Bei jeder gemaf3 Kurzform-Grammatik auftretenden Al-
ternative ist es stets moglich, allein unter Betrachtung des nachsten Eingabesymbols zu ent-
scheiden, wie der Baum weiter zu entwickeln ist.

Aus?ruck
[ I ]

EinfachTrAusdruck VergleiThsOperator EinfachTrAusdruck

TeTm "= Tefm

Faktor
Faktor
Element T { 1
Variable " AusdTuck "
I

[ 1
EinfacherAus?ruck VergleichsOperator EinchherAusdruck

Term " Term

Faktor Fak?or
Element "L" Faklor
Varlable Element

Varlable

Bild 2.1-1 Syntaxbaum des Kurzform-Ausdrucks A=(B<—A)

Das ErschlieBen der Bedeutungsstruktur - also: die grammatische Satzzerlegung - ist die Auf-
gabe des Parsers. Der Parser liefert als wichtigstes Ergebnis der Satzzerlegung eines wohlge-
formten Ausdrucks den Syntaxbaum.

Ubung 1: Zeichnen Sie den Syntaxbaum zum 4. der wohlgeformten Ausdriicke.

Ubung 2: Versuchen Sie auch Syntaxbiume zum 8. und 9. Ausdruck zu zeichnen. Warum
gelingt es nicht?

Wem die Beschrinkung der Kurzform-Ausdriicke auf einen endlichen Variablenbereich unbe-
friedigend erscheint, mache sich klar, dass man durch folgende Produktionsregeln - die die
obige fiir die Variable ersetzen - auf beliebig grofe Variablenbereiche iibergehen kann, ohne
die gedringte Form aufgeben zu miissen:

Variable = GroRRbuchstabe { Kleinbuchstabe }
GroRRbuchstabe =2 | B | ... | 2
Kleinbuchstabe = a | b | ... | z
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Literaturhinweise
Fiir ein vertiefendes Studium der Logik-Grundlagen werden folgende Biicher empfohlen:

Gries, D.: The Science of Programming. Springer Heidelberg 1981

Hermes, H.: Einfiihrung in die mathematische Logik. Teubner, Stuttgart 1991

Hofstadter, D. R.: Gddel, Escher, Bach - ein Endloses Geflochtenes Band. Klett-Cotta, Stutt-
gart 1988

Loeckx, J.; Sieber, K.: The Foundations of Program Verification. Wiley-Teubner Series in
Computer Science, Stuttgart 1987

Sander, P.; Stucky, W.; Herschel, R.: Automaten, Sprachen, Berechenbarkeit. Teubner, Stutt-
gart 1992

Dem Buch von Loeckx und Sieber sind viele Anregungen zur Konzeption dieser Lehr-
veranstaltung entnommen. Es ist zwar elementar in dem Sinne, dass es wenig Voraussetzun-
gen verlangt. Fiir den Anfédnger ist der sehr knappe mathematische Stil dennoch eine ziemlich
groBe Herausforderung. Das Buch von Sander u. a. bietet eine Ubersicht iiber formale Spra-
chen und deren Klassifizierung. Dort wird auch der Ableitungsbaum genau definiert.
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Durch den Syntaxbaum ist die Bedeutungsstruktur von Ausdriicken festgelegt, nicht aber die
Bedeutung selbst. Die Bedeutung - also die Semantik - ist erst festgelegt, wenn wir wissen,
wie wir die Ausdriicke auszuwerten haben. Die Bedeutungsstruktur ist die Anleitung zur
Auswertung.

Sei V eine Menge von Variablen, tliber die wir Aussagen machen wollen. Nur die Variablen
dieser Menge mogen in den zur Debatte stechenden Ausdriicken vorkommen. Ein Zustand
(auch Wertebelegung) o ist dadurch gegeben, dass jeder Variablen ein bestimmter Wert (eine
der Konstanten 0 oder 1) zugeordnet ist. Wir bezeichnen den Wert, den eine Variable v im
Zustand ¢ annimmt, mit 6(V); o ist also eine Funktion:

c:V— {0, 1}

Wir wollen nun den Standpunkt &ndern und den Zustand ebenfalls als variabel ansehen: Die
Menge aller Zustidnde - also aller moglichen Wertebelegungen der Variablen - bezeichnen wir
mit ¥. Offensichtlich gilt [£| = 2/V.

Die Bedeutung - auch: Semantik - eines (Kurzform-)Ausdrucks a ist eine Funktion, die jedem
Zustand einen Wert zuordnet:

as— {0, 1}

Diese Funktion ist nun fiir alle Kurzform-Ausdriicke zu definieren. Fiir den Wert des Aus-
drucks a im Zustand ¢ schreiben wir o(a) oder a(c). Beide Schreibweisen besagen dasselbe,
namlich ,,Wert des Ausdrucks a im Zustand c¢*. Sowohl a als auch o sind als variabel anzuse-
hen.

Nun miissen wir noch festlegen, wie ein Kurzform-Ausdruck fiir einen bestimmten Zustand
auszuwerten ist. In der mathematischen Logik nennt man eine solche Auswertung auch Inter-
pretation.

Fiir einen bestimmten Zustand ¢ € X geschieht die Auswertung eines Ausdrucks a - also die
Bestimmung des Wertes a(c) bzw. o(a) - anhand des Syntaxbaums nach folgenden Auswer-
tungsregeln:

1. Jeder Variablen v wird ihr Wert o(v) zugeordnet.

2. Der Wert eines Elements ergibt sich aus dem Wert des nachfolgenden Zweigs (Konstante
oder bewertete Variable).

3. Der Wert eines Faktors ergibt sich folgendermalfien:

3.1 Ist der Faktor Verzweigungspunkt fiir ein Terminalsymbol ,,—* und einen Faktor mit dem
Wert X, dann erhélt der Faktor im Verzweigungspunkt den Wert 1-x.

3.2 Ist der Faktor ein (bereits bewertetes) Element, dann erhilt er denselben Wert wie das
Element.

3.3 Ist der Faktor Verzweigungspunkt fiir die Terminalsymbole ,,(,, und ,,)* mit einem einge-
schlossenen (bereits bewerteten) Ausdruck, dann erhilt der Faktor denselben Wert wie
der Ausdruck.

4. Jedem Term wird das Minimum der Werte seiner Faktoren als Wert zugeordnet. Also
immer dann, wenn alle Faktoren den Wert 1 haben, hat auch der Term den Wert 1. Falls
wenigstens einer der Faktoren den Wert 0 hat, dann hat auch der Term den Wert 0.

5. Jedem einfachen Ausdruck wird das Maximum der Werte seiner Terme zugeordnet. Also
immer dann, wenn alle Terme den Wert 0 haben, hat auch der einfache Ausdruck den
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Wert 0. Falls wenigstens einer der Terme den Wert 1 hat, dann hat auch der einfache
Ausdruck den Wert 1.

6. Der Wert eines Ausdrucks ergibt sich folgendermalfen:

6.1 Ist der Ausdruck ein (bereits bewerteter) einfacher Ausdruck, dann erhélt der Ausdruck
denselben Wert.

6.2 Ist der Ausdruck Verzweigungspunkt fiir zwei bewertete einfache Ausdriicke und den
Vergleichsoperator ,,=,,, dann wird der Wert des Ausdrucks folgendermalBlen bestimmt:
0=0 ergibt 1, 0=1 ergibt 0, 1=0 ergibt 0, 1=1 ergibt 1.

6.3 Ist der Ausdruck Verzweigungspunkt fiir zwei bewertete einfache Ausdriicke und den
Vergleichsoperator ,,<*, dann wird der Wert des Ausdrucks folgendermalBlen bestimmt:
0<0 ergibt 1, 0<1 ergibt 1, 1<0 ergibt 0, 1<1 ergibt 1.

Die Regeln werden ausgefiihrt, solange wenigstens eine der Regeln auf einen noch nicht be-

werteten Zweig anwendbar ist. Wegen der Eindeutigkeit der Grammatik von Kurzformaus-

driicken ist durch diese Auswertungsvorschrift der Wert eines jeden Kurzform-Ausdrucks
eindeutig bestimmt.

Beispiel: Der Wert des Ausdrucks (A=A—B)<A+B ist gesucht fiir den Zustand &, der definiert
ist durch o(A) = 0 und o(B) = 1. Die systematische Anwendung der Auswertungsregeln lie-
fert folgende Ersetzungen:

(A=A-B)<A+B

— (0=0—1)<0+1 //Regel 1
— (0=00)<0+1 //Regel 3.1
— (0=0)<0+1 //Regel 4
— (0=0)<1 //Regel 5
— (1)1 //Regel 6.2
—1<1 //Regel 3.3
—1 //Regel 6.3

Also ist 6((A=A—B)<A+B) = 1.

Da auch eine Variable v ein Ausdruck ist, konnen wir nun fiir den Wert dieser Variablen im
Zustand ¢ auch schreiben V(o). Es ist also V(o) = o(V).

Wenn wir 0 und 1 mit den Wahrheitswerten falsch und wahr identifizieren, dann haben wir
mit den Kurzform-Ausdriicken ein einfaches Mittel um Aussagen, die durch Variablen repré-
sentiert werden, zu neuen komplexeren Aussagen zu verbinden, Bild 2.2-1.

Wir bezeichnen die Menge der Wertebelegungen (Zustinde), fiir den ein Ausdruck den Wert
1 annimmt, als logischen Spielraum oder Erfullungsmenge des Ausdrucks. Der logische
Spielraum von Kurzform-Ausdriicken kann mit dem Programm LogScope (enthalten im Pro-
gramm Logic) berechnet werden.
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Konjunktion Disjunktion Negation
(Und-Verknupfung) (Oder-Verknupfung)
A —A
0 1
1 0

Aquivalenz Implikation
(Bijunktion) (Subjunktion)

Bild 2.2-1 Wertetabellen fiir einfache Ausdriicke

Mit Kurzform-Ausdriicken kénnen wir also Aussagen iiber etwas machen und wir konnen Sie
zur Formulierung von Sétzen verwenden. Fiir die Ubertragung deutscher Sitze in Kurzform-
logik ist in vielen Féllen eine wortliche Ubersetzung moglich: ,,und“ meint die Konjunktion,
,oder* die Disjunktion, ,nicht die Negation; ,,genau dann ... wenn ... gibt die Aquivalenz
und ,,wenn ... dann ...“ gibt die Implikation wieder.

Jede der Variablen steht flir eine elementare Aussage, die entweder wahr oder falsch sein
kann. Die elementaren Aussagen ,,Es regnet* und ,,.Die Strafle ist nass* bezeichnen wir mit
den Variablen R bzw. N. Diesen Schritt nennen wir Codierung. Der Satz ,,Wenn es regnet, ist
die StraBe nass* sieht in Kurzformlogik dann so aus: R<N. Diese Aussage ist nur dann falsch,
wenn es tatsidchlich regnet (R=1) und die Strae nicht nass ist (N=0). In allen anderen Féllen
stimmt sie.

Wenn wir einen Kurzform-Ausdruck a ohne weiteren Kommentar verwenden, soll das immer
heiBlen, dass wir voraussetzen, dass er einer wahren Aussage entspricht. Folglich ist es egal,
ob wir ,,Es gilt a*, ,,a ist wahr*, ,,a=1* oder nur ,,a“ schreiben. Gemeint ist stets, dass der
Ausdruck, fiir den a steht, wahr ist - also den Wert 1 annimmt.

Wenn wir Aussagen iiber eine ,,Welt* machen, heif3t das, dass wir Sachverhalte beschreiben,
und dass wir das, was nicht ist, ausschlieBen. Jede Aussagen iiber diese ,,Welt* grenzt inso-
fern den logischen Spielraum ein, reduziert die Menge aller denkbarer Welten. Im Idealfall -
wenn sich nichts Neues mehr sagen ldsst - bleibt schlielich nur die eine - uns interessierende
- ,,Welt*“ iibrig. Je kleiner die Erfiillungsmenge einer Aussage ist, desto stirker ist diese Aus-
sage.

Der Satz ,,Wenn es regnet, ist die Strafle nass* gibt eine Art Naturgesetz wieder. Er sagt etwas
dariiber aus, inwiefern sich unsere Welt von anderen denkbaren Welten unterscheidet. Auch
der Satz ,,Wenn es regnet, gehe ich nicht zum FuBlballspiel* schrankt Mdoglichkeiten ein. In
diesem Fall sagt der Satz etwas liber meine Absichten. Es gibt Sétze, die sind in unserer Welt
stets wahr. Der Satz ,,Wenn der Mond aus griinem Kise besteht (K), dann scheint heute Mit-
tag die Sonne (S)* hat die Grundform K<S. Er ist stets wahr, unabhédngig davon, ob die Sonne
scheint oder nicht: Bereits K ist - in unsrer Welt - falsch, hat also den Wert 0, und 0<S hat
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stets den Wert 1, stimmt also immer. Und dann gibt es noch Sitze, die sind in allen denkbaren
Welten richtig, zum Beispiel Aussagen der Form A=A oder A+—A. Solche Aussagen heiflen
Tautologien.

Offensichtlich ist die Kurzform-Logik nichts wesentlich anderes als die Boolesche Algebra
aus der Lektion 1.3. Es handelt sich ebenfalls um eine Aussagenlogik. Mit beiden Formen der
Aussagenlogik lassen sich dieselben Sachverhalte ausdriicken.

Zwei Unterschiede gibt es allerdings; einen eher unwichtigen und einen etwas wichtigeren.
Der unwichtige: Bei der Kurzform-Logik steht das ,,+““-Zeichen fiir die Disjunktion und nicht
das Zeichen ,,v,,, und das Zeichen fiir die Konjunktion fehlt ganz. Der wichtige: Die Kurz-
form-Logik kommt mit weniger Klammern aus; es gibt eine klare Priorititenregelung fiir O-
perationen: Konjunktion vor Disjunktion vor Vergleichungen. Beides dient der Kiirze der
Darstellung.

Ubung 1: Geben Sie den logischen Spielraum des Kurzformausdrucks A=(B<—A) an. Hin-
weis: Benutzen Sie die folgende Tabelle. Ergédnzen Sie die Eintrége.
Al B -a | BE&-A | A=(B<R)

0
0
1
1

0
1
0
1

Ubung 2: Bestimmen Sie die logischen Spielriume folgender Kurzformausdriicke: A<—A,
(A<B)(B<C), A+B+C+D<ABCD, —((A<B)<(B<A))
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Noch einmal: Gesetze der Aussagenlogik. Automatische Generierung der DNF. Minimierung
mit elementaren Mitteln.

Nimmt ein Ausdruck fiir alle moglichen Wertebelegungen den Wert 1 an, sprechen wir von
einer Tautologie. Tautologien dienen zur Formulierung der Gesetze der Logik. Besonders
wichtig sind die Aquivalenzen: Die Ausdriicke a und b heifen dquivalent, wenn a=b eine Tau-
tologie ist (Also: sie sind entweder beide wahr oder beide falsch).

In den Aquivalenzen der Tafel 2.3-1 kann man jede Variable durch eine Formel - also einen
wohlgeformten Ausdruck - ersetzen. Dabei ist die Formel gegebenenfalls einzuklammern.
Durch solche Ersetzungen ergeben sich wiederum Aquivalenzen. Wichtig ist dabei, dass ii-
berall in der Formel die Variable durch den ihr zugeordneten Ausdruck ersetzt wird.

Substitutionsregel: Wenn man in einem beliebigen Ausdruck einen geklammerten Teilaus-
druck durch einen dazu dquivalenten ersetzt, so erhdlt man einen zum urspriinglichen Aus-
druck dquivalenten Ausdruck.

Es handelt sich also - da wir die operationale Seite der Logik hier etwas betonen wollen - um
Gesetze der Aquivalenztransformation. Die Aquivalenzen beweist man mittels Wertetabelle:
fiir jede Wertebelegung muss sich das Ergebnis 1 ergeben.

In vielen Fillen reichen die Gesetze der Aquivalenztransformation fiir logische Schlussfolge-
rungen aus. Dabei ist zu bedenken: Will man Teilausdriicke von Ausdriicken durch dquivalen-
te Ausdriicke ersetzen, geht das nur, wenn dieser Teilausdruck ohne Bedeutungsidnderung
geklammert werden darf. Die Assoziativgesetze zeigen, dass die Faktoren eines Terms belie-
big geklammert werden diirfen - ebenso die Terme einfacher Ausdriicke. AuBBerdem kann man
bei mehrfachen Verneinungen Klammern setzen: ——A=—(—A).

Offensichtlich lassen sich Aquivalenzen und Implikationen mittels Aquivalenz-Transforma-
tionen aus den Kurzform-Ausdriicken eliminieren: Jeder Ausdruck ist einem einfachen Aus-
druck dquivalent. Ferner lassen sich aus diesem einfachen Ausdruck sdmtliche Klammern
eliminieren.

Das Ergebnis dieser Umformungen ist eine Disjunktion von Termen, die nur noch Variablen,
Konstante und bzw. deren Negationen enthalten. Man kann ferner dafiir sorgen, dass in jedem
Term jede Variable oder Konstante hochstens einmal vorkommt (entweder negiert oder nicht
negiert) und dass die Anzahl der Terme moglichst klein wird: Das Resultat dieser Umfor-
mungen ist eine (minimierte) disjunktive Normalform (DNF).

Logikratsel: Die Welt der Ritter und Schurken

Ubung im Umgang mit den Transformationsgesetzen kann man durch das Losen logischer
Ritsel erwerben. Die Losung lduft darauf hinaus, dass man {iber den Sachverhalt Aussagen
macht und diese geeignet codiert (Pramissen). Die Aussagen werden konjunktiv zu einer Ge-
samtaussage verbunden. Letztere wird dann mittels Aquivalenztransformationen in die mini-
mierte disjunktive Normalform gebracht. Diese liefert dann meist bereits die Antwort.

Die folgenden Fragen legt Smullyan (1986) seinen Lesern als Einfiihrungskurs in die Welt der
Ritter und Schurken vor: Die Ritter und Schurken sind die einzigen Bewohner einer Insel.
Ritter sagen stets die Wahrheit und Schurken liigen konsequent.

Frage 1: Kann es auf dieser Insel einen Einwohner geben, der behaupten kann, ein Schurke
zu sein?
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Frage 2: Kann es einen Inselbewohner geben, der behaupten kann, er und sein Bruder seien
beide Schurken?

Frage 3: Angenommen, ein Einwohner sagt iiber sich und seinen Bruder: ,,Mindestens einer
von uns ist ein Schurke.* Zu welchem Typ gehoren die beiden?

Frage 4: Angenommen, er wiirde statt dessen sagen: ,,Genau einer von uns ist ein Schurke.*
Welche Schliisse kann man iiber die beiden ziehen?

Frage 5: Angenommen, er wiirde statt dessen sagen: ,,Mein Bruder und ich gehdren zum glei-
chen Typ; wir sind entweder beide Ritter oder beide Schurken.” Was konnte man dann {iber
die beiden schlief3en?

Herleitungen der Antworten zu den Fragen 1 bis 5: Wir codieren die Aussagen folgenderma-
Ben: A steht fiir die Aussage ,,Der Einwohner ist Ritter und B steht fiir die Aussage ,,Sein
Bruder ist Ritter”. Der Kurzformausdruck —B bedeutet dann beispielsweise: ,,Der Bruder ist
ein Schurke*.

Bei den Beweisen werden nur Aquivalenztransformationen ausgefiihrt. Neben dem Aquiva-
lenzzeichen steht jeweils als Kommentar (ab ,,//* bis Zeilenende) die angewendete Regel.

Die erste Zeile jeder Folge von Aquivalenztransformationen ist der zu untersuchende Sach-
verhalt in formaler Schreibweise. Diese Aussagen haben die folgende Grundform: Ist der
Einwohner Ritter dann stimmt seine Behauptung, andernfalls nicht. Die Behauptung des Ei-
nwohners ist also dquivalent zu A.

In der ersten Frage behauptet der Einwohner, er sei Schurke (—A). Also lautet der Sachver-
halt: A=—A.

Die Aquivalenztransformationen zielen stets auf die minimierte DNF ab.

Antwort 1: Nein, keiner kann behaupten ein Schurke zu sein. Beweis:

A=-A

A-A+-A-—A //Bquivalenz-Elimination
A-A+-AA //Doppelte Verneinung
0+0 //Widerspruch

0 //0der-Elimination

Das ist ein Widerspruch zum behaupteten Sachverhalt.

Antwort 2: Der Einwohner ist Schurke und sein Bruder Ritter. Beweis:

A=-A—B

A (=A-B) +=A- (-A-B) //Aquivalenz-Elimination

A (-A-B) +-A (A+B) //De Morgan

(A—A) -B+-AA+-AB //Assoziativ- und Distributivgesetze
0-B+0+—-AB //Widerspruch

-AB //Und-, Oder-Elimination

Antwort 3: Der Einwohner ist Ritter und sein Bruder Schurke. Beweis:

A= (-A+—B)

A (=A+-B) +—A- (-A+-B) //Aquivalenz-Elimination
A (-A+-B) +-AAB //De Morgan

A-A+A-B+-AAB //Distributivgesetz
0+A-B+0B //Widerspruch

A-B //Und-, Oder-Elimination
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Antwort 4: Uber den Einwohner lisst sich nichts sagen, aber sein Bruder muss ein Schurke

sein. Beweis:

A= (-AB+A-B)

A (-AB+A-B) +—=A- (mAB+A-B)

A (mAB+A-B) +=A- (-AB) = (A-B)

A (-AB+A-B) +—A (A+-B) (-A+B)
A-AB+AA-B+-AA-A+-AAB+-A-B-A+-A-BB
0B+AA-B+0—-A+0B+—=A-B-A+-AQ
A-B+-A-B

(A+-A)—-B

1-B

-B

//Agquivalenz-Elimination
//De Morgan

//De Morgan
//Distributivgesetze
//Widerspruch

//Und-, Oder-Elimination
//Distributiv-Gesetz
//Tertium non datur
//Und-Elimination

Antwort 5: Uber den Einwohner lésst sich nichts sagen, aber sein Bruder muss Ritter sein.

Beweis:

A= (A=B)

A= (AB+-A-B)

A (AB+—-A-B) +—=A- (AB+-A-B)

A (AB+—-A-B) +=A—- (AB) = (-A-B)

A (AB+-A-B) +-A (-A+-B) (A+B)
AAB+A-A-B+-A-AA+-A-AB+-A-BA+-A-BB

//Aquivalenz-Elimination
//Aquivalenz-Elimination
//De Morgan

//De Morgan
//Distributivgesetze

AB+-AB //Und-, Oder-Elimination, Widerspruch
(A+-A)B //Distributivgesetz
B //Tertium non datur

Die Aquivalenztransformation in die minimierte DNF lisst sich offenbar vollstindig automa-
tisieren. Da solche Umformungen bei der Programmierung immer wieder vorkommen, emp-
fiehlt sich der Einsatz eines Programms. Ein solches - dulerst einfach gehaltenes - Programm
ist LogTrans; es ist - wie das Programm LogScope - in das Programm Logic integriert.

Natiirlich hitte man auch Wertetabellen bzw. das Programm LogScope fiir die Beantwortung
der Fragen heranziehen konnen. Obiges Vorgehen zeichnet sich dadurch aus, dass bei den
Umformungen allein die Syntax entscheidend ist. Die Semantik der Ausdriicke spielt nur bei
der Codierung der Pramissen und bei der Interpretation des Ergebnisses eine Rolle. Das hat
groB3e praktische Bedeutung, was man beispielsweise bei der Behandlung quasi-boolescher
Ausdriicke (teilweise undefinierte Ausdriicke) und bei dem weiteren Ausbau der Logik zur
Pradikatenlogik erkennen wird.

Ubung: Inspektor Craig muss auf der Insel der Ritter und Schurken einen Fall 16sen. Ein Ver-
déachtiger wird von Craig befragt. Hier das Protokoll:

Craig: Was wissen Sie von Arthur York?

Angeklagter: Arthur York hat einmal behauptet, ich sei ein Schurke.
Craig: Sind Sie vielleicht Arthur York?

Angeklagter: Ja.

Stellen Sie fest, ob der Angeklagte Arthur York ist. Tun Sie das, indem Sie die Basisaussagen
(,,Angeklagter ist Ritter®, ,,York ist Ritter, ,,Angeklagter ist York*) codieren und - dem Pro-
tokoll entsprechend - zu neuen Aussagen verkniipfen. Bilden sie die konjunktive Verkniip-
fung der Einzelaussagen. Fiihren Sie Aquivalenztransformationen durch, so dass schlieBlich
der Sachverhalt als minimierte DNF vorliegt.
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Literaturhinweise

In den Biichern von Smullyan sind viele Logik-Aufgaben zu finden, beispielsweise in:

Smullyan, R.: Dame oder Tiger? Logische Denkspiele und eine mathematische Novelle iiber

Godels groBe Entdeckung. Fischer, Frankfurt/M. 1983

Smullyan, R.: Spottdrosseln und Metavogel. Computerritsel, Mathematische Abenteuer und

ein Ausflug in die vogelfreie Logik. Fischer Logo, Frankfurt/M. 1986

Konforowitsch, A. G.: Logischen Katastrophen auf der Spur. Fachbuchverlag Leipzig-Kdln

1992

Tafel 2.3-1 Gesetze der Aquivalenztransformation

1. Kommutativgesetze

AB = BA
A+B = B+A
(A=B) = (B=A)

2. Assoziativgesetze

A(BC)=(AB)C

A+ (B+C) = (A+B) +C

3. Distributivgesetze

A+ (BC) = (A+B) (A+C)

A (B+C)=AB+AC

4. De Morgansche Gesetze

- (AB) :ﬁA‘FﬁB

- (A+B)=-A-B

5. Gesetz der doppelten Verneinung

A=A

6. Gesetz vom ausgeschlossenen
Dritten (tertium non datur)

A+-A=1

7. Gesetz vom Widerspruch

A-A=0

8. Gesetz der Implikations-
Elimination

(A<B) =—A+B

9. Gesetze der Aquivalenz-
Elimination

(A=B) = (A<B) (B<A)
(A=B) =AB+-A-B

10. Gesetze der Oder-Elimination:

A+A=A
A+1=1
A+0=A
A+AB=A

11. Gesetze der Und-Elimination

AA=A
Al=A
AQ=0
A (A+B)=A

12. Gesetz der Gleichheit

A=A
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Schachtelsatze und rekursive Grammatik. Sequentielle Auswertung von Kurzform-
Ausdriicken.

Eine Eigenheit der Kurzform-Ausdriicke erschwert ihre einfache sequentielle Auswertung:
Geklammerte Ausdriicke konnen Teile von Ausdriicken sein. Ausdriicke sind rekursiv defi-
niert. ,,Schachtelsitze* sind also erlaubt.

Schachtelsétze zeichnen die deutsche Sprache aus - und machen sie nicht gerade einfach. Kurt
Tucholsky hat in seinen ,,Ratschlidgen fiir einen schlechten Redner* ein schones Beispiel ge-
liefert: ,,Sprich mit langen, langen Séitzen - solchen, bei denen Du, der Du Dich zu Hause, wo
Du ja die Ruhe, deren Du so sehr bendtigst, Deiner Kinder ungeachtet, hast, vorbereitest, ge-
nau weillt, wie das Ende ist, die Nebensitze schon ineinandergeschachtelt, so da3 der Horer,
ungeduldig auf seinem Sitz hin und her trdumend, sich in einem Kolleg wihnend, in dem er
frither so gern geschlummert hat, auf das Ende solcher Periode wartet ... nun, ich habe Dir
eben ein Beispiel gegeben. So muflt Du sprechen.

Durch eine Einzugstechnik (englisch: Indentation) - wir werden sie spiter beim Programmie-
ren noch ausgiebig nutzen - ldsst sich die Satzstruktur dieses Monstrums verdeutlichen:
Sprich mit langen, langen Satzen - solchen, bei denen Du,
der Du Dich zu Hause,
wo Du ja die Ruhe,
deren Du so sehr bendtigst, Deiner Kinder ungeachtet,
hast,
vorbereitest,
genau weif3t, wie das Ende ist,
die Nebensatze schdn ineinandergeschachtelt,
so daf3 der Hobérer,
ungeduldig auf seinem Sitz hin und her trdumend,
sich in einem Kolleg wahnend,
in dem er friher so gern geschlummert hat,
auf das Ende solcher Periode wartet
nun, ich habe Dir eben ein Beisgpiel gegeben.
So muf’t Du sprechen.
Der Hauptsatz und jeder der Nebensétze werden auf der Einzugsebene fortgesetzt, auf der sie
begonnen worden sind. Jeder Nebensatz beginnt mit einem groferen Einzug als der durch ihn
unterbrochene Satz bzw. Nebensatz. Das verdeutlicht die logischen Zusammenhénge. Diese
Form entspricht auch dem Denkablauf: Wenn ein Nebensatz abgeschlossen ist, springt man

auf die nachst hohere Ebene zuriick und fiihrt den dort unterbrochenen Gedanken weiter.

Wenn man den Satz hort und dabei interpretiert, muss man sozusagen den durch einen Ne-
bensatz unterbrochenen Satz voriibergehend speichern. Sobald der Nebensatz zuende ist, holt
man das Gespeicherte zuriick und setzt den Gedankengang fort. Der Speicher wirkt wie ein
Keller oder Stapel: Was zuletzt hincinkommt, kommt zuerst wieder heraus. Ein solcher Kel-
lerspeicher ist also nach dem LIFO-Prinzip organisiert: Last in first out. (Ein weiteres wichti-
ges Speicherprinzip ist das bei Warteschlangen hédufig auftretende FIFO-Prinzip: First in first
out.)

Was hier die Sédtze und Nebensdtze sind, das sind bei den modernen Programmiersprachen
Blocke von Anweisungen, die logisch eine Einheit bilden. In diesem Fall spricht man von
Blockschachtelung.

Der Kellerspeicher

Keller spielen eine zentrale Rolle bei der syntaktischen Analyse und der Interpretation von
Ausdriicken und Programmtexten. Wir werden unsere Rechnerarchitektur (Lektion 1.8) um
einen solchen Kellerspeicher (englisch: Stack) erweitern.



2.4 Der Kellerspeicher (Stack) 57

Mit reg bezeichnen wir eines der Register unseres Rechners. Aulerdem statten wir das Leit-
werk des Rechners mit einem speziellen Adressregister, dem sogenannten Stackpointer Sp,
aus. Der Stack selbst ist im Speicher abgelegt. Er mdge einen Speicherbereich bis zu einer
bestimmten maximalen Adresse - nennen wir sie max - einnehmen.

Falls der Speicher leer ist, zeigt der Stackpointer auf den Platz dahinter: sp = max + 1. Wird
ein Element vom Register Reg auf den Stack gelegt, muss zundchst der Stackpointer um 1
verringert und anschlieBend der Inhalt von Reg auf den Speicherplatz iiber tragen werden, auf
den sp nun zeigt. Diese Operation bezeichnen wir mit pusH. Die Umkehrung, das Entnehmen
des letzten Elements vom Speicher, heifit pop. Die Speicherorganisation zeigt Bild 2.4-1. Der
Stackpointer zeigt immer auf das oberste (zuletzt abgespeicherte) Element des Stapels.

Speicher Register im
Leit- oder
Rechenwerk
Reg

max-3 TOP <

max-2
Register im

max-1 Leitwerk

max 1. Element SP

max+1

Bild 2.4-1 Kellerspeicher mit Registern
(Der Wert des Stackpointers: sp = max-3)

Fiir den Stack sind folgende Operationen und Funktionen definiert:
PUSH Reg: SP:= SP-1; (SP):= Reg

POP Reg: Reg:= (SP); SP:= SP+1

TOP = (SP)
Dabei bezeichnet (sp) den Inhalt der Speicherzelle, auf die sp zeigt.

Auswertungsalgorithmus

Zunichst sei prazisiert, was unter einem (gerichteten) Baum zu verstehen ist: Ein Baum ist der
Sonderfall eines (schwach zusammenhdngenden) gerichteten Graphen: Er besteht aus einer
Knotenmenge und einer Menge von Pfeilen, den Zweigen des Baums. Jeder Zweig ist eine
Verbindung zwischen zwei Knoten. Im Baum gibt es genau einen Knoten ohne hinfiihrenden
Zweig. Das ist die Wurzel des Baums. Alle anderen Knoten des Baums haben genau einen
hinfiihrenden Zweig und eine beliebige Anzahl wegfiihrender Zweige. Die Knoten ohne weg-
fithrenden Zweig werden Blatter genannt. Der Anfangsknoten eines Zweiges heif3t Elter des
Endknotens - und umgekehrt ist der Endknoten das Kind des Anfangsknotens. Jedes Blatt ist
von der Wurzel aus iiber Pfeile und Knoten erreichbar.

In Lektion 2.1, Bild 2.1-1, ist der Syntaxbaum des Ausdrucks A=(B<—A) zu sehen. Die Wur-
zel des Baumes ist ganz oben. Ihr ist das Startsymbol zugeordnet. Den Blattern sind Termi-
nalsymbole zugeordnet. Zu allen anderen Knoten gehoren nichtterminale Symbole.
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Wir komprimieren das Syntaxdiagramm jetzt so, dass alle Informationen fiir die Auswertung
erhalten bleiben und alle fiir die Auswertung unnétigen Teile wegfallen. Die Funktions- bzw.
Verkniipfungszeichen f konnen direkt den Elterknoten der Operanden zugeordnet werden.
(Knoten werden hier durch Rechtecke symbolisiert und das Verkniipfungszeichen wird dort
eingetragen. Hinsichtlich der Pfeilrichtungen wird die Konvention fiir Blockschaltbilder ii-
bernommen: Geht der Pfeil von oben nach unten bzw. von links nach rechts, dann unterbleibt
eine besondere Kennzeichnung der Richtung.)

Die nichtterminalen Symbole werden fiir die Auswertung nicht gebraucht. Auch werden Kno-
ten mit nur einem Kind, die einzig ,,Durchreichefunktion* haben, gestrichen. Der vereinfachte
Syntaxbaum ist in Bild 2.4-2 links zu sehen.

Tabelle der

komprimierter Syntaxbaum Funktionen Grad
und f
0 N Grad f
L - | T
17— 2 1 0 A
| & | | < | 2 2 <
3 ] 1 ? &
ls] | -] 5 0 A

Bild 2.4-2 Komprimierter Syntaxbaum zu Bild 2.1-1

In Bild 2.4-2 sind die Knoten des Baumes durchnumeriert (Zahl an der linken oberen Ecke).
Wir bezeichnen die Anzahl der Kinder eines Knotens N mit Grad(N) und die Verkniipfung
mit f(N). Die entsprechende Tabelle ist ebenfalls in Bild 2.4-2 angegeben.

Die Auswertung des Syntaxbaums geschieht im Postorder-Durchlauf. Dabei werden alle
Knoten des Baumes genau einmal besucht. Die Reihenfolge, in der die Knoten dabei besucht
werden, ist durch die Regel flir den Postorder-Durchlauf festgelegt: Bevor ein Knoten be-
sucht wird, werden alle Kinder eines Knotens, und zwar von links nach rechts, nacheinander
besucht - erst dann der Knoten selbst.

Wenn im Postorder-Durchlauf der Wurzelknoten erreicht ist, dann sind alle Knoten des
Baums einmal besucht worden. Denn: Dann hat man vorher alle Kinder des Wurzelknotens
besucht, und deren Kinder, und deren Kinder, ...

Fiir den Baum in Bild 2.4-2 ergibt sich im Postorder-Durchlauf folgende Reihenfolge der
Knoten: 1, 3, 5, 4, 2, 0.

Ubung: Begriinden Sie, dass die Postorder-Folge der Knoten eines Baumes zusammen mit
thren Graden sdmtliche Informationen eines Baumes beinhalten, und dass sich daraus der
Baum leicht rekonstruieren lisst. Zeigen Sie das fiir die Knotenfolge 1, 3, 5, 4, 2, 0 und die
zugehorige Folge der Grade 0, 0, 0, 1, 2, 2.

Die Postorder-Folge der Knoten zusammen mit der zugehorigen Folge der Grade der Knoten
ist also eine mogliche Reprédsentation eines Baumes - sogar eine sehr praktische, wie wir se-
hen werden.

Der Postorder-Durchlauf gestattet auf einfache Weise die Bestimmung des Wertes eines Aus-
drucks, wenn fiir jeden Knoten noch die Funktion gegeben ist.

Wir gehen also von einer Tabelle aus, in der die Knoten in Postorder-Folge zusammen mit
threm Grad und ihrer Funktion aufgefiihrt sind. Im Beispiel des Bildes 2.4-2 sieht die Postor-
der-Darstellung des Syntaxbaums so aus:
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| Grad |

oNBUTWR | 2
NN OOO
AL DI | Hh

Sind beispielsweise die Werte der Vorgidngerknoten eines Knotens N bekannt, dann ldsst sich
auch der Wert dieses Knotens bestimmen. Denn: Die Werte der Kinder sind alle bekannt - sie
liegen nach Postorder-Regel ja vorher - und auBerdem kennt man die Funktion des Knotens
N.

Hat ein Knoten keine Kinder - ist er also ein Blatt - dann ist thm eine Konstante oder eine
Variable eingetragen. Diese haben bei gegebenem Zustand stets einen Wert.

Da der erste Knoten in Postorder keinen Vorgédnger hat - er muss ein Blatt sein - haben wir
also einen Wert fiir den ersten Knoten (in Postorder). Damit auch fiir den zweiten (in Postor-
der), usw.

Da alle Kinder, die in die Funktion eines Knotens eingehen, in Postorder-Reihenfolge unmit-
telbar vor dem Knoten stehen, ist mit der Postorder-Folge und den Funktionen Grad und f die
Auswertung nach folgendem Auswertungsalgorithmus moglich. Dieser Algorithmus benutzt
einen Stack.

1. Initialisierung: Setze den Stack zurlick (Stack ist leer). Setze N auf den ersten Knoten in
Postorder

2. Nimm die letzten Grad(N) Werte des Stacks Xj, Xp, ..., XGrad(N) und berechne mittels der
Funktion f(N) den Wert des Knotens

3. Nimm die letzten Grad(N) Werte vom Stack (por) und flige dem Stack den Wert des
Knotens N an (pusH).

4. Falls N der letzte Knoten in Postorder ist, dann ist die Wurzel erreicht und ihr Wert be-
stimmt - und damit auch der Wert des Ausdrucks. Er steht jetzt - als einziger Eintrag - auf
dem Stack. Ansonsten: Setze N auf den Nachfolger (in Postorder) von N und fahre mit
dem 2. Schritt fort.

Die Postorder-Darstellung des Syntaxbaums wird also zeilenweise durchgegangen. In Bild
2.4-3 ist dieser Durchlauf fiir den Syntaxbaum des Bildes 2.4-2 dargestellt. Die Auswertung
des Ausdrucks wird fiir den Zustand o, der definiert ist durch o(A) = 0 und o(B) = 1, vorge-
nommen.

N | Grad| f " Stack I Kommentar

1 0 A 0 AC:= 0; PUSH AC

3 0 B 01 AC:= 1; PUSH AC

5 0 A 010 AC:= 0; PUSH AC

4 1 - 011 POP AC; AC:= —AC; PUSH AC

2 2 < 01 POP Reg; POP AC; AC:= AC<Reg; PUSH AC
0 2 = 0 POP Reg; POP AC; AC:= AC=Reg; PUSH AC

Bild 2.4-3 Anwendung des Auswertungsalgorithmus auf ein Beispiel

Bei der Auswertung spielt tibrigens der Knotenname keine Rolle. Die erste Spalte der Postor-
der-Darstellung kann auch weggelassen werden, wenn der Name nicht aus anderen Griinden
bendtigt wird.

Der Auswertungsalgorithmus ist eine ganz typische Anwendung eines Kellerspeichers.

Neben der Postorder-Reihenfolge ist noch die Preorder-Reihenfolge wichtig: Beim Preorder-
Durchgang wird das Elter vor den Kindern besucht. Die Reihenfolge bei unserem Beispiel-
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baum wire dann: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Also geschah bei diesem Beispiel bereits die urspriingliche
Nummerierung in Preorder-Reihenfolge.

Liegt fiir die Operatoren die Anzahl der Argumente fest, erhdlt man aus der Preorder- und
Postorder-Darstellungen leicht die so genannte polnische bzw. umgekehrte polnische Notati-
on. Setzt man beispielsweise die Disjunktion und die Konjunktion als grundsétzlich zweistel-
lig voraus - anstelle von ,,x+y+z* wire dann etwa ,X+(y+z)“ zu schreiben -, dann lautet der
Ausdruck ,,A=(B<—A)“ in umgekehrter polnischer Notation ,,ABA—<="; das ist die dritte
Spalte in Bild 2.4-3.

Ubung: Ubertragen Sie die Auswertungstechnik fiir Ausdriicke auf die {iblichen arithmeti-
schen Ausdriicke. Setzen Sie auch hier voraus, dass alle Operationen zweistellig sind. Fiihren
Sie das Programm fiir die folgenden Arithmetikausdriicke aus: a(b+c(a-b)), (a+b)(atc). Fiih-
ren Sie die Auswertung fiir (a, b, ¢) = (0, 1, 2) und fiir (a, b, ¢) = (2, 1, 0) durch.

Literaturhinweise

Die Organisation des Kellerspeichers ist in dem Biichern von Knuth (Band 1, 1973, Abschnitt
2.2.1, S. 234 ff.) und Schiffmann/Schmitz (Band 2, 1992, Abschnitt 2.3.1, S. 30 f.) dargestellt.

Der Auswertungsalgorithmus ist der Knuths Algorithmus F ,,Evaluate a locally defined func-
tion in a tree” (Band 1, 1973, S. 351).

Bei den graphentheoretischen Begriffen wurde auflerdem das folgende Werk zu Rate gezo-
gen:

Neumann, K. Morlock, M.: Operations Research. Hanser, Miinchen, Wien 1993



2.5" Quasi-boolesche Ausdriicke

Ein ernstes - und meist verdrangtes - Problem: teilweise undefinierte boolesche Ausdriicke.
Eine elegante Losung.

Boolesche Ausdriicke treten haufig in Verbindung mit Programmverzweigungen auf: In Ab-
hingigkeit vom Wahrheitswert wird der eine oder der andere Zweig durchlaufen. Es ist also
fiir den reibungslosen Ablauf eines Programms von grofler Bedeutung, dass diese Ausdriicke
stets einen definierten Wert annehmen.

Aber genau das ist nicht immer gegeben. Nehmen wir den pascal-Ausdruck

(§<1) OR (i MOD j = 0)
Falls j=0 ist dieser Ausdruck undefiniert: Er beinhaltet eine Division durch null. Man sieht
dem Ausdruck allerdings an, dass genau dieser Fall durch den Term j<I bereits abgedeckt
werden sollte: Der Ausdruck sollte eigentlich auch in diesem Fall den Wert TRUE erhalten.

Es wire also durchaus praktisch und wiirde die Programmierung wesentlich erleichtern, wenn
teilweise undefinierten Ausdriicke ein definiertes Ergebnis hitten.

Alles Mogliche ist schon versucht worden, dieses Problem zu losen. Meist wurde versucht,
mit einer dreiwertigen Logik zurecht zu kommen - einer Logik also, die neben den Wahr-
heitswerten TRUE und FALSE noch einen dritten Wert kennt. Dieser dritte Wert wird hier
mit UNDEFINED bezeichnet.

Dreiwertige Logiken basieren - wie die zweiwertigen - auf der Definition der elementaren
Operationen mittels Wertetabelle. Auch fiir diese dreiwertigen Logiken gelten jeweils einige
Regeln der Aquivalenztransformation. Aber leider eben nicht alle.

Einzusehen ist das unmittelbar am Gesetz des Tertium non datur: Es ist in jeder dieser drei-
wertigen Logiken nicht richtig, dass stets A OR NOT A = TRUE ist, egal welchen Wert A
hat. Zur Vermeidung von Widerspriichen muss ndmlich bei undefiniertem A auch NOT A
undefiniert sein. Und dass die Disjunktion von undefinierten Termen einen definierten Wahr-
heitswert ergeben soll, ist in keinem der Logiksysteme denkbar.

Soll die Giiltigkeit des Gesetzes ,,Tertium non datur mit Biegen und Brechen durch geeigne-
te Festlegung der Elementaroperationen aufrechterhalten werden, dann kneift es woanders: Es
entsteht der Zwang, andere wichtige Gesetze der Logik aufzugeben.

Aber es gibt sowohl praktische Losungen des Problems als auch eine theoretische. Und - das
ist das Schone - liberall wo die praktischen Losungen funktionieren, sagt die Theorie warum!

Fir die Auswertung teilweise undefinierter Ausdriicke stellen die meisten Program-
miersprachen einfache und wirkungsvolle Mechanismen zur Verfiigung, beispielsweise die
Operationen des bedingten Und und des bedingten Oder: CAND und COR.

Beide werden durch das Kurzschlussverfahren von Turbo-Pascal realisiert: Im Kurzschluss-
verfahren wirkt AND wie CAND und OR wie COR. Die Operationen sind iiber die Werteta-
bellen in Bild 2.6-1 definiert. T steht fir TRUE, F fir FALSE und U fir UNDEFINED. An-
stelle des Symbols ,,-* kann in der Tabelle jeder dieser Werte stehen.

Allgemein ist das Kurzschlussverfahren so definiert, dass es Terme und einfache Ausdriicke
nur soweit auswertet - und zwar von links nach rechts -, bis klar ist, welches Ergebnis heraus-
kommen muss. Dabei wird so getan, als seien die restlichen - nicht mehr ausgewerteten - Fak-
toren bzw. Terme alle definiert. Es wird gar nicht mehr bemerkt, wenn einer dieser nachfol-
genden Faktoren oder Terme undefiniert ist.
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Bild 2.6-1 Die Junktoren CAND und COR

Falls ein Ausdruck keine undefinierten Werte enthilt, andert sich durch die Verwendung von
CAND und COR anstelle von AND und OR gar nichts.

COR b

Ham | o
|

Ham | o
|

HCo | @

Aber: Wir haben hier ein System der dreiwertigen Logik - mit der unangenechmen Konse-
quenz, dass die einfachen Umformungsregeln der zweiwertigen Logik nicht mehr gelten. Fiir
CAND und COR sind beispielsweise bereits die Kommutativgesetze nicht erfiillt: FALSE
CAND UNDEFINED ist etwas anderes als UNDEFINED CAND FALSE. Das Gesetz vom
ausgeschlossenen Dritten (Tertium non datur) kann man natiirlich auch vergessen.

Wir bleiben bei AND und OR - zumindest in der Theorie.

Es gibt eine elegante Moglichkeit, die Rechenregeln zu retten und dennoch undefinierte Fak-
toren und Terme zuzulassen. Wir definieren den Wert eines Ausdrucks allerdings nicht {iber
das Kurzschlussverfahren, verlangen aber, dass immer dann, wenn das Kurzschlussverfahren
einen definierten Wert ergeben wiirde, nach dieser Definition derselbe Wert herauskommen
muss.

Auswertung quasi-boolescher Ausdriicke (nach Bijlsma):

Fiir alle definierten Faktoren setzen wir deren jeweiligen Wert ein. Fiir undefinierte Fak-
toren vom Typ BOOLEAN fiihren wir Variablen ein. Wenn ein bestimmter undefinierter
Faktor an mehreren Stellen auftritt, dann ist er jedesmal durch dieselbe Variable zu er-
setzen. Zur Auswertung ersetzen wir diese Variablen wahlweise durch TRUE oder
FALSE. Falls alle moglichen Wertebelegungen (natiirlich bleiben die definierten Fakto-
ren unverdndert) immer wieder zu demselben Ergebnis fiihren, weist man dem Ausdruck
genau dieses Ergebnis zu. Andernfalls ist der Ausdruck undefiniert.

Diese Methode lasst sich auch so beschreiben: Man ersetzt in einem Ausdruck die definierten
Faktoren durch ihre Werte und fiihrt fiir die undefinierten Faktoren Variablen ein. Diese ein-
gefiihrten Variablen sind die einzigen in diesem Ausdruck. Nun kann man den logischen
Spielraum dieses Ausdrucks bestimmen. Drei Félle sind zu unterscheiden:

1. Der logische Spielraum umfasst simtliche Wertebelegungen der Variablen. Anders ausge-
driickt: Fiir jede Wertebelegung ergibt der Ausdruck den Wert TRUE.

2. Der logische Spielraum ist leer. Anders ausgedriickt: Fiir jede Wertebelegung ergibt der
Ausdruck den Wert FALSE.

3. Es gibt Wertebelegungen mit dem Ergebnis TRUE und auch welche mit dem Ergebnis
FALSE.

Im ersten Fall erhdlt der Ausdruck den Wert TRUE, im zweiten den Wert FALSE und im drit-

ten ist der Ausdruck undefiniert.
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Durch diese Festlegungen erhilt man folgende Wertetabellen fiir einfach Ausdriicke:
a | b | a AND b a | b | a OR b

Gl
CH e
Co O
Gl e
CH e
cCHHY O

Man erhélt immer dann definierte Werte, wenn auch CAND und COR welche liefern. Und die
Werte stimmen iiberein.

Die neuen Wertetabellen darf man nicht als Ausgangspunkt fiir die Definition einer ,,besse-
ren“ dreiwertigen Logik missverstehen! Man kann nicht einfach diese Verkniipfungsregeln
bei der Auswertung quasi-boolescher Ausdriicke verwenden.

Die Wertebelegung (a, UNDEFINED) und (b, FALSE) wiirde nimlich nach Anwendung die-
ser Tabelle fiir den Ausdruck

a AND (NOT a OR b)

den Wert UNDEFINED liefern. Wendet man dagegen die oben festgelegte Methode der Aus-
wertung quasi-boolescher Ausdriicke an, erhilt man das (definierte!) Ergebnis FALSE.

Bei der hier gewéhlten Methode der Auswertung quasi-boolescher Ausdriicke bleiben die
Gesetze der Logik, also insbesondere das Aquivalenztransformationssystem giiltig. Denn
Tautologien bleiben ja fiir alle moglichen Wertebelegungen gleichermal3en wahr.

Und damit ist schon viel gewonnen: Man kann jeden quasi-booleschen Ausdruck in eine mi-
nimierte disjunktive Normalform transformieren. Lassen sich die Terme und Faktoren dieser
minimierte DNF noch so umsortieren, dass sich mit dem Kurzschlussverfahren ein definierter
Wert ergibt, dann ist der das Ergebnis des Ausdrucks.

Ubung: Erginzen Sie die folgenden Wertetabellen, indem Sie die Ausdriicke nach der Me-
thode von Bijlsma auswerten:

A cC (A=B) (B=D) (C=-D) | (A=A-B) <A+B

WV ORROO
RO OoO | W
OO ORrO
el IV W)
RO |
RO | T

| (A=B) (B=C) + (B=—C)

—R—oo |
[ISRICRICEICE B vv]
Rroro | N
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Literaturhinweise

Baber, R. L.: The Spine of Software. John Wiley 1987

Bijlsma, A.: Semantics of Quasi-Boolean Expressions. Aus: Beauty is Our Business (Feijen u.
a., 1990, 27-35)

Feijen, W. H. J.; van Gasteren, A. J. M.; Gries, D.; Misra, J.: Beauty is Our Business. Sprin-
ger, New York 1990

Im Buch von Baber sind einige Systeme der dreiwertigen Logik zu finden. Die hier vorge-
stellte Methode zur Auswertung quasi-boolescher Ausdriicke folgt dem Aufsatz von Bijlsma.
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Logisches SchlielRen. Deduktionssysteme. Automatisierung des Denkens, Kinstliche Intelli-
genz. (Diese Lektion bringt keinen neuen prifungsrelevanten Stoff. Zweck ist das Einiiben von
Fertigkeiten im Umgang mit Logik und das Kennenlernen von Denkweisen der heutigen In-
formatik.)

Deduktionssysteme haben in der heutigen Informatik einige Bedeutung erlangt: Ein Teil der
sogenannten KI-Forschung (KI steht fiir Kiinstlichen Intelligenz) gilt der ,,Automatisierung
des logischen Denkens®. Praktische Ergebnisse dieser Forschungsaktivititen sind Sprachen
der logischen Programmierung (proL.oG), automatisches Beweisen mathematischer Theoreme
und Werkzeuge fiir Programmkorrektheitsbeweise.

Bei der Deduktion handelt es sich um das Erschlieen von wahren Aussagen aus bereits als
wahr erkannten - oder als wahr vorausgesetzten - Aussagen. Zur Erinnerung: Wahre Aussa-
gen sind Formeln, die wahr sind. (Eine Formel ist wahr, wenn die Auswertung den Wahr-
heitswert TRUE liefert.) Wenn wir wahre Aussagen als Satze bezeichnen, geht es also um das
ErschlieBen neuer Sétze aus bereits bekannten.

Fiir Schlussfolgerungen dieser Art sind die folgenden Sprech- und Schreibweisen gleich-
bedeutend:

1. E lasst sich aus Ey, E,, ..., E,, ableiten
2. Von E(, E,, ..., E, ldsst sich auf E schlieen
3. El, E2, . En —>E

In allen Fillen soll das bedeuten, dass die E; den Ausdruck E implizieren, das heif3t, dass fol-
gender Ausdruck wahr ist

4. EiAEyAn..AESE

Die E; heilen Pramissen und E ist die Konklusion. Eine Ableitung oder Deduktion ist immer
so zu verstehen: Eine Konklusion ist in all den Zustinden (Wertebelegungen der Variabeln)
wabhr, in denen auch sdmtliche Pramissen wahr sind. Eine zu 1. bis 4. dquivalente Formulie-
rung ist die Widerspruchsregel, die in der Beweistechnik - insbesondere der Technik der au-
tomatischen Beweise - eine gro3e Rolle spielt:

5.E, By, .y Ep, mE 50

Fiir die Deduktion kann man - Zhnlich wie bei den Aquivalenztransformationen - Umfor-
mungsregeln aufstellen. Einige dieser Deduktionsregeln (auch: Schlussregeln) sind:

1. Der Modus ponens: A, A<B — B
2. Modus tollens: A<B, B — —A
3. Gesetz zum Aufbau von Schlussketten: A<B, B<C — A<C

Die Deduktionsregeln kann man beweisen, in dem man auf die 4. Schreibweise als Implikati-
on iibergeht und dann zeigt, dass dieser Ausdruck eine Tautologie ist. Der Nachweis wird
mittels Aquivalenztransformationen oder iiber den logischen Spielraum, also mittels Werte-
tabelle, gefiihrt.

Fiir den Modus ponens wird das einmal in Kurzform-Schreibweise vorgefiihrt. Die Anwen-
dung von Assoziativgesetzen und Kommutativgesetzen wird nicht kommentiert.
A (A<B)<B)

(
= //Implikations-Elimination
- (A (-A+B) ) +B
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= //De Morgan
—A+- (-A+B) +B
= //De Morgan, doppelte Verneinung
-A+A-B+B

= //Und-Elimination (rickwadrts)
-A+A-B+1B
= //Tertium non datur
-A+A-B+ (A+-A)B

= //Distributivgesetz
—-A+A-B+AB+-AB

= //Distributivgesetz
—-A+A (-B+B) +-AB

= //Tertium non datur

-A+A1+-AB

= //Und-Elimination
-A+A+—-AB

= //Oder-Elimination
= //Tertium non datur
1

Nun sei kurz charakterisiert, was von dem bisher iiber Logik Gesagten wir in dieser Lektion
beibehalten und was wir anders machen wollen:

1. Die Syntax der Formeln wird als gegeben vorausgesetzt.

2. Wir nehmen die Semantik ebenfalls als gegeben an. Aber:

3. Die Semantik wird bei den logischen Schlussfolgerungen nicht benutzt. Die Konstanten 0
und 1 (bzw. FALSE und TRUE) treten nicht in Erscheinung.

4. Alle Umformungen sind reine Symbolmanipulationen: Aus Formeln werden - unter Ver-
wendung gewisser Schlussregeln (Deduktionsregeln) - neue Formeln abgeleitet. Alles
spielt sich also auf der Ebene der Syntax ab.

5. Es werden nur solche Schlussregeln zugelassen, mit denen sich aus wahren Aussagen
grundsitzlich nur ebenfalls wahre Aussagen erschlieBen lassen - immer bezogen auf die
gegebene Semantik. (Das heif3t nicht, dass als Prdmissen nur Sdtze - also wahre Aussagen -
zugelassen sind.)

In dieser Lektion wird fiir Formeln die mathematische Notation gewéhlt mit folgenden Aus-
nahmen: Da der Pfeil ,,—,, bereits fiir die Deduktion vergeben ist, wollen wir fiir die Inklusion
nach wie vor das ,,<“-Zeichen verwenden. Und fiir die Gleichheit bzw. Aquivalenz schreiben
wir nach wie vor das ,,=,,-Zeichen. Ansonsten steht ,,A,, flir die Konjunktion, ,,v,, fiir die Dis-
junktion und ,,—* fiir die Negation,.

Nun fragen wir nach einem vollstindigen System der natiirlichen Deduktion, mit dem sich
alle moglichen Formeln, also insbesondere das Aquivalenztransformationssystem, ableiten
lassen. Dieses System soll moglichst nur wenige und einfache Schlussregeln enthalten.

Die Schlussregeln der Tafel 2.7-1 bilden die Basis des Systems der naturlichen Deduktion.
Die Pramissen stehen oberhalb des Striches und die Konklusionen unterhalb.

Merkhilfe fiir die Benennungen: ,,A-1* hei3t soviel wie ,,A-Introduktion und ,,A-e* soviel wie
,»A-Elimination®,

Diese Deduktionsregeln kann man allesamt beweisen, indem man auf die 4. Schreibweise als
Implikation iibergeht und dann zeigt, dass dieser Ausdruck eine Tautologie ist. Den Nachweis
fithrt man mittels Aquivalenztransformationen oder auch mittels Wertetabelle.

Damit ist klar, dass das Deduktionssystem auch nicht mehr leisten kann als das Aquiva-
lenztransformationssystem. Aber genauso gut kann man das Deduktionssystem als Ausgangs-
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punkt wihlen und simtliche Aquivalenzen des Aquivalenztransformationssystems herleiten!
Das ist der Grundgedanke der Kalkuilisierung der Logik (Gentzen-Kalkiile). Hier ist also die

Antwort auf die Frage: Wie lésst sich Logik erkldren, ohne dabei logische Schlussfolgerungen
zu verwenden?

Wie die Beweise durchzufiihren sind, zeigt das nachfolgende beschriecbene Beweisschema'.
Dabei handelt es sich um eine verschachtelte Struktur analog der Blockstruktur bei héheren
Programmiersprachen wie Pascal.

El, E2, ..., En > E

E1l

E2

En

S1 Ab hier erscheinen Konklusionen,

52 die sich aus den Prédmissen er-
schliefen lassen. Eine davon ist

Sm E (wenn's gut geht)

E

AbD jetzt ist die Schlussfolgerung ,.E;, E,, ..., E, — E* verwendbar - aber auch der Satz
»E1AEoA o AE, S E*

! Bislang wurde die Bedeutung logischer Ausdriicke durch Auswertungsregeln definiert. Die sich daraus erge-

benden Regeln der Aquivalenztransformation wollen wir nun dafiir nutzen, das Beweisschema der natiirlichen
Deduktion zu begriinden.

Die Deduktion findet in einem Kontext von giiltigen Sétzen (Aussagen) statt. Mit ¢ bezeichne ich die Konjunk-
tion der Sitze des Kontexts. Sei nun ca —b eine giiltige Deduktion (typischerweise gefiihrt als Unterbeweis und
durch Einriickung gekennzeichnet). Also ist ca<b eine wahre (tautologische) Aussage. Daraus folgt durch A-
quivalenztransformation c<(a<b). Das heifit: Die Implikation a<b kann wegen c=c(c<(a<h))= c(a<h) den

Sitzen des Kontexts hinzugefiigt werden. Fiihrt die Implikation auf einen Widerspruch: b=0, dann geht c(a<h)
iiber in C—a.



68 2 Sprachliche Grundlagen

Die Schachtelung lésst sich beliebig tief staffeln:

El, E2, ..., En > E

El
E2

En
S1
52

Sm
Fl1, F2, ..., Fn > F

Fl Unterbeweis
F2

Fn
T1
T2

Tm
F

FIAF2A ... AFn < F
E Aussage, zu deren ErschlieRung

die Aussage ,F1AF2A ... AFn < FV
bendtigt wurde.

EIAE2A ... AEn £ E

Unterbeweise finden in einem bestimmten Kontext, der durch die {ibergeordneten Beweis-
blocke gegeben ist, statt: Alle Aussagen aus den iibergeordneten Blocken diirfen verwendet
werden.

Auch das Beweisschema ldsst sich mit Hilfe der Aquivalenztransformationen rechtfertigen
(siche den Hinweis zur Ubung 2). Nun beweisen wir die Verneinungsregel:

P —> —p

e

P > P AP

| -
p A 7P

P

P < ——p (—|—i)
-—p — p

P

|ﬂp—>ﬂp/\ﬂﬂp
|
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Interessant ist die Herleitung der Tautologien b v —b und —(b A —b). Zunichst wird gezeigt,
dass —(b A —b) eine Tautologie ist:

- = (b A =b)

I
b A-b—>DbAaA-b

[ I
| | oAb

| (b A —b)

Nun folgt der Beweis, dass b v —b eine Tautologie ist:

- b v =b

—_
-(b v =b) > b A =b

[
| | (o v —-b)

b - (bv ab) A =(b v ab)

| b

| | | ov-b (v-1)
| (b v -b) A =(b Vv -b) (A-1)
-b (=-1)

-b = (b v =b) A (b v —b)

| _|b

| | | ov-b (v-1)
| (b v =b) A =(b v -b) (A-1)
b (--e)
| | oA -b (A-1)
| o v -b (~-e)

Ubung 1: Im Deduktionssystem gibt es keine Konstanten fiir falsch und wahr. Eine Aussage,
aus der sich jede beliebige Aussage folgern lédsst - z. B. a A —a - heif3t logisch falsch. Und
eine logisch wahre Aussage ist eine Aussage, die aus jeder beliebigen Aussage abgeleitet
werden kann - z. B. a v —a. Zeigen Sie, dass im Deduktionssystem die logisch falschen
Aussagen die Rolle der Konstanten 0 (bzw. FALSE) und die logisch wahren Aussagen die
Rolle der Konstanten 1 (bzw. TRUE) spielen. Es geniigt, die Formelna A 0 =0, a A 1 = a,
av 0 =aund av 1 = 1 abzuleiten.

Bei der natiirlichen Deduktion kénnen Umformungsprogramme hilfreich sein. Zum Ldsen
von Logik-Puzzles nehme ich das Programm LogTrans.

Ubung 2 (The Tardy Bus Problem): Gegeben sind folgende Primissen:

(a) Wenn Bill den Bus nimmt, wird er seine Verabredung verpassen, falls der Bus zu spit
kommt.

(b) Bill sollte nicht nach Hause gehen, falls er die Verabredung verpasst und deprimiert ist.
(c) Wenn Bill den Job nicht kriegt, ist er deprimiert und er sollte nicht nach Hause gehen.
Welche der folgenden Vermutungen stimmen (sind Konklusionen aus den Prdmissen)?

1.  Wenn Bill den Bus nimmt, dann kriegt er den Job, falls der Bus zu spét kommt.

2. Bill kriegt den Job, falls er seine Verabredung verpasst und nach Hause gehen sollte.
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3. Falls der Bus zu spiat kommt, dann nimmt Bill den Bus nicht oder er verpasst seine Ver-
abredung, falls er den Job nicht kriegt. (Achtung: Diese Vermutung ist zweideutig formu-
liert. Eindeutig wird's, wenn Sie nach dem erste Komma eine Klammer aufmachen und
diese mit dem zweiten Komma wieder schlieBen.)

4. Bill nimmt nicht den Bus, falls der Bus zu spédt kommt und er den Job nicht kriegt.

5. Falls Bill seine Verabredung nicht verpasst, bekommt er den Job nicht und er sollte nicht
nach Hause gehen.

6. Bill ist deprimiert, falls der Bus zu spit kommt oder er seine Verabredung verpasst.

7. Falls Bill den Job kriegt, dann ist Bill nicht deprimiert oder er sollte nicht nach Hause
gehen.

8. Falls Bill nach Hause gehen sollte und er den Bus nimmt, dann ist er nicht deprimiert,
falls der Bus zu spit kommt.

Hinweis: Codieren Sie die Teilaussagen ,,Bill nimmt den Bus* (B), ,,Bill verpasst seine Ver-
abredung® (A), ,,der Bus kommt zu spit“ (L), ,,Bill sollte nach Hause gehen* (H), ,,Bill kriegt
den Job* (J) und ,,Bill ist deprimiert* (D) und formulieren Sie damit die Primissen. Zum Be-
weis der Konklusion der Form a<b gehen Sie vor wie im Beweisschema: Bezeichne p die
Konjunktion der Priamissen, dann ist p<(a<b) gleichbedeutend mit pAa<b. Bilden Sie also erst
die minimierte DNF von pAa und zeigen Sie dann, dass diese b impliziert. Zur Widerlegung
einer Vermutung geniigt es, einen Fall anzugeben, in dem die Prdmissen richtig sind und die
Vermutung gleichzeitig falsch ist. Die Vermutung ist also widerlegt, wenn es einen Fall gibt
(dargestellt als Term), aus dem sich die Ausdriicke p, a und —b ableiten lassen; damit ist dann
gezeigt, dass der Ausdruck paan—b einen nichtleeren Spielraum hat. Ubrigens: Die Ver-
mutungen 2, 3 und 8 lassen sich ableiten, alle anderen sind zu widerlegen. Sie diirfen das A-
quivalenztransformationssystem als bewiesen annehmen.

Literaturhinweise

Das System der natiirlichen Deduktion wird hier ganz in Anlehnung an das vorziigliche Lehr-
buch von David Gries entwickelt. Auch Douglas Hofstadter stellt die wichtigsten Dinge in
seinem populédren ,,GEB* prizise dar (Kapitel ,,Die Aussagenlogik®, S. 198 ff.):

Gries, D.: The Science of Programming. Springer-Verlag Heidelberg 1981
Hofstadter, D. R.: Godel, Escher, Bach - ein Endloses Geflochtenes Band. Klett-Cotta Stutt-
gart 1988

Ubersichtscharakter hat der Abschnitt iiber Logik im Mathematik-Lehrbuch von Dérf-
ler/Peschek. Dasselbe gilt fiir das gesamte - breit angelegte - Buch von Blésius/Biirckert, das
Beitrdge aus vielen Gebieten und Forschungsrichtungen enthélt. Das Buch von Schmid und
Kindsmiiller liegt im Schnittbereich von KI und kognitiver Psychologie:

Bldsius, K. H.; Biirckert, H.-J. (Herausgeber): Deduktionssysteme - Automatisierung des
logischen Denkens. Oldenbourg, Miinchen 1992

Dorfler, W.; Peschek, W.: Einfithrung in die Mathematik fiir Informatiker. Hanser, Miinchen,
Wien 1988

Schmid, U.; Kindsmiiller, M. Ch.: Kognitive Modellierung. Eine Einfiihrung in die logischen
und algorithmischen Grundlagen. Spektrum Akademischer Verlag. Hochschulta-
schenbuch. Heidelberg, Berlin, Oxford 1996
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Die Werke von Loeckx/Sieber, Lorenzen und Hermes bringen die Grundlagen der Logik auf
hohem mathematischen Niveau und sind in sich abgeschlossen. Sie kdnnen fiir diejenigen
interessant werden, die ihre Diplomarbeit auf dem Gebiet der Informationstechnik schreiben
wollen:

Hermes, H.: Einfiihrung in die mathematische Logik. Teubner, Stuttgart 1991

Loeckx, J.; Sieber, K.: The Foundations of Program Verification. Wiley-Teubner Series in
Computer Science, Stuttgart 1987

Lorenzen, P.: Formale Logik. Walter de Gruyter, Berlin 1970
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Tafel 2.7-1 Die grundlegenden Schlussregeln der natiirlichen Deduktion

Erlauterung: Die Bezeichner E bzw. El, E2, E3, usw. stehen fiir wohlgeformte Ausdriicke
(Expressions)

El, E2, ..., En
(A-1)
E1AE2A...AEN
E1AE2A...AEN
(n-e)
Ei
Ei
(v-1)
E1VE2v...VEn
El1VE2v...VvEn, EI1LE, E2<E, ..., En<E
(v-e)
E
E — EIA-EL .
- (~-1)
—-E
-E — E1A-EL
B —— (——e)
E
E1<E2, E2<E1l .
(=-1)
E1=E2
El1=E2
(=-e)
E1<E2, E2<E1
El, E2, ..., En > E
(£-1)
E1IAE2A ... AEn £ E
E1<E2, El1
_ (<-e)

E2
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