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EinfiUhrendes Beispiel

Der abgebildete Digraph (gerichteter Graph) mit nichtnegativer Kantenbewertung hat zehn
durchnummerierte Knoten. Es ist ein Weg ldngs der gerichteten Kanten zu finden, der vom
Startknoten 1 zum Zielknoten 10 fiihrt und dessen Kosten minimal sind. Die Kosten eines Weges
ergeben sich als Summe der Bewertungen der zu durchlaufenden gerichteten Kanten. Beispiels-
weise ist der Weg 1-2-6-9-10 mit den Kosten 2+4+3+4 = 13 verbunden.

Grundsétzlich handelt es sich um ein Problem der kiirzesten Pfade. Die Besonderheit dieses Netzes
ist aber, dass es eine Stufenstruktur besitzt.

Der Zustand 0 ist der einzige Zustand der nullten Stufe. Die Zustdnde 2, 3 und 4 gehoren zur ersten,
die Zustidnde 5, 6 und 7 zur zweiten, die Zustinde 8 und 9 zur dritten und der Zustand 10 zur vierten
Stufe. Jede gerichtete Kante fiithrt zu einem Zustand der unmittelbar darauf folgenden Stufe.

Diese Aufgabe ldsst sich mit dem Algorithmus von Dijkstra 16sen. Dabei bleibt die Stufenstruktur
des Problems unberiicksichtigt. Der Algorithmus der dynamischen Optimierung (Dynamic Pro-
gramming) behebt diesen Mangel. Er nutzt die Stufenstruktur aus.
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Das Einbettungsprinzip

Das Problem der kiirzesten Pfade ist ein Musterbeispiel fiir die Anwendung von Problemlo-
sungsheuristiken. Mit der vollstindigen Enumeration, also dem vollstindigen Auflisten aller
moglichen Pfade und dem direkten Vergleich der jeweils zugehorigen Wegekosten, kommt man
hier nicht weit. Die Anzahl der Moglichkeiten ist schon bei diesem einfachen Beispiel ziemlich
grof3.

Hier hilft uns die Heuristik der Verallgemeinerung. Wir formulieren diese Heuristik als Einbet-
tungsprinzip: Sei P(a) ein Problem, das flir eine bestimmte konstante GroB3e o formuliert ist. Im
Beispiel ist a gleich dem Knoten 1. Die Gro3e a mdge einer Menge D angehoren, fiir deren Ele-
mente sich das Problem in derselben Weise stellen lésst, D ist in unserem Fall die Menge sédmtli-
cher Knoten 1, 2, 3, ..., 10. Anstatt das Problem P(a) direkt anzupacken, betten wir es in die all-
gemeine Problemstellung P(x) fiir alle x € D ein. Die Losungen fiir diese Probleme beschreiben wir
mit zundchst noch unbestimmten und vom Problem x abhingenden GroBen. Dann werden Be-
ziehungen zwischen diesen Losungsanséitzen gesucht. Unter Ausnutzung dieser Beziehungen
beginnt man mit der Losung der leichteren Probleme und geht dann weiter zu den schwerer 16s-
baren. So findet man dann moglicherweise eine allgemeine Losung fiir die P(x). Damit wére dann
auch das urspriingliche Problem P(a) gelost.

Das Standardproblem der dynamischen Optimierung

Das Standardproblem der dynamischen Optimierung wird fiir eine (endliche) Menge von mogli-
chen Zustidnden X definiert. Diese Zusténde teilen sich auf mehrere aufeinander folgende Stufen

N
auf: X;,1=0,1,2, ..., N.Es giltalso X; "X, =® firi# und X =\ X,. Fiir jeden Zustand x der
i=0
Stufen 0 bis N-1 ist eine Menge von Folgezustinden U(x) definiert: Wenn x € X;, dann ist U(x) —
Xi+1. Eine Zustandfolge (x;, Xi+1, ..., X;) heiBt zuldssig, wenn die Ubergéinge zwischen den Zu-
stinden moglich sind, das heiflt, wenn x;+1 € U(xy) fiir £ = i, i+1, i+2, ..., j-1. Solche Zustands-
folgen werden Trajektorien genannt. Fiir die Trajektorien und deren Abschnitte ist eine reellwer-
tige nichtnegative Bewertungsfunktion g definiert: 0 < g(x;, x;+1, ..., x;) fir i<j<N. Die Aufgabe
besteht darin, eine Trajektorie (x,, X1, ..., Xxy) vom Start X, ins Ziel Xy zu finden, deren Bewertung
minimal ist.



Wir betrachten den Fall, dass sich der Wert einer Trajektorie aus den Werten der einzelnen Ab-

J-!
schnitte additiv zusammensetzt; es gilt also g(x;, X1, ..., Xj) = Z g(x,,x,).
k=i

Jetzt kommt das Einbettungsprinzip: Wenn es ausgehend von einem beliebig gewéhlten Zustand x
tiberhaupt eine Trajektorie in die Zielmenge Xy gibt, dann ist darunter auch wenigstens eine op-
timale. Wir konnen jedem Zustand also einen Optimalwert S zuordnen: S(x) ist gleich oo, falls es
keine zielfithrende Trajektorie gibt, ansonsten ist S(x) gleich dem Wert einer optimalen Trajektorie.

Dynamische Optimierung: Der Algorithmus

Die bellmansche Funktionalgleichung
Die Optimalwertfunktion S geniigt bei additiver Bewertungsfunktion der bellmansche Funktio-
nalgleichung:
S(x)= min g(x,y)+S(y).
yeU(x)
Beweis: Wir betrachten von x ausgehende Trajektorien (x, y, ..., xx), deren Endstiicke ( y, ..., xn)

optimal sind. Fiir die Endstiicke gilt also S(y) = g(, ..., xn). Aus der Minimaleigenschaft von S(x)
folgt

S(x)Sg(x, ) --~,XN):g(x,y)+g(y, "'axN):g(xay)+S(.y)'

Zur Begriindung: Falls S(y) endlich ist, gibt es auch eine optimale Trajektorie (y, ..., xy) mit die-
sem Wert, und diese Trajektorie ist optimales Endstiick der Trajektorie (x, y, ..., xy). Damit greift
die Ungleichung. Falls S(y) = oo, ist die die Ungleichung sowieso erfiillt. Sei nun (x, x’, x”’, ..., xy)
eine von x ausgehende optimale Trajektorie. Es ist S(x) = g(x, x’,x°, ..., xy) = g(x,x’) +
g(x’, x ..., xy). Das Endstiick (x’, x*°, ..., xy) muss fiir den Startzustand x’ optimal sein, denn gébe
es eine giinstigere, wiirde die Ersetzung des Endstiicks durch diese giinstigere Trajektorie auch
einen besseren Wert fiir S(x) liefern, entgegen der Voraussetzung. Das heifit, es ist S(x’) =
gx’, x> ..., xy). Es ist also S(x) = g(x, x”) + S(x’). Mit y = x* haben wir einen Folgezustand von x,
der in der bellmanschen Funktionalgleichung das Minimum liefert: S(x) = g(x, y) + S(»).

Ruckwartsrechnung

Fiir alle Zielzustinde x € Xy wird S(x)= 0 gesetzt. Kosten fallen keine an. Sind fiir die Zustdnde y
der Stufe 0<i bereits alle Optimalwerte bekannt, dann erhélt man die Optimalwerte der Zusténde x
der Stufe i-1 mithilfe der bellmanschen Funktionalgleichung.

Beispiel: Der Optimalwert des einzigen Zustands der letzten (4.) Stufe ist gleich null: §(10) = 0.
Fiir die Zustédnde der vorletzten (3.) Stufe ergeben sich aus der bellmansche Funktionalgleichung
die Werte S(9) = 4 und S(8) = 3. So weitergehend ergeben sich sdmtliche Werte der Optimal-
wertfunktion: S(7) =6, S(6) =7, S(5) =4, S4)=8,53)=7,52)=11,5(1)=11.

Vorwartsrechnung

Eine optimale Trajektorie ergibt sich nun so: Ausgehend vom Startzustand x sucht man den Fol-
gezustand y, fiir den die Gleichung S(x)= g(x,y)+ S(y) gilt. Das ist dann der néchste

(Start-)Zustand der Trajektorie. Man ersetzt nun x durch y und wiederholt das Ganze. Das tut man



so lange, bis ein Zielzustand erreicht ist.

Beispiel: Anwendung der Vorwirtsrechnung auf das einfiihrende Beispiel — die Knoten spielen
hier die Rolle der Zusténde — liefert die folgenden optimalen Trajektorien: 1-3-5-8-10, 1-4-5-8-10
und 1-4-6-9-10. Sie haben jeweils den optimalen Wert von 11.

Nutzung der Politikfunktion

Bei der Vorwirtsrechnung wird eine Berechnung durchgefiihrt, deren Ergebnis bereits bei der
Riickwirtsrechnung quasi nebenbei anfillt: Bei der Ermittlung des Optimalwerts eines Zustands
wird notgedrungen auch ein optimaler Folgezustand bekannt. Den muss man sich nur merken.
Dazu fiihren wir die Politikfunktion p ein: Fiir jeden Zustand x ist p(x) der optimale Folgezustand:

min g(x,y)+S(y)=g(x, p(x))+ S(p(x)). Falls es keine zielfiihrende Trajektorie gibt, wird

yeU(x)
p(x) auf null gesetzt.
Die optimale Trajektorie (x,, x1, ..., xy), die von einem beliebigen Startpunkt xo € Xjins Ziel Xy

fiihrt, ergibt sich aus der Rekursionsbeziehung x;:; = p(x;). Gibt es mehrere Startpunkte, ist derje-
nige mit dem niedrigsten Optimalwert auszuwéhlen.

Probleme mit undefiniertem Planungshorizont

Ein einfaches Rendezvous-Problem

Ein Fahrzeug der Masse m hat den Abstand a vom Zielpunkt und ist in Ruhe. Das Fahrzeug kann
mit einer Schubkraft K, -K oder 0 in Richtung auf das Ziel beschleunigt werden. Gesucht ist eine
Steuerung derart, dass das Fahrzeug in kiirzester Zeit das Ziel erreicht und dort verharrt.
Systemgleichungen

Das Fahrzeug bewegt sich auf einer Geraden. Der Ort des Fahrzeugs wird durch s gemessen: s = 0
ist der Startpunkt und s = a der Zielpunkt. Die Geschwindigkeit bezeichnen wir hier einmal mit .
Mit der (variablen) Schubkraft & ergeben sich die dynamischen Gleichungen

S=r (la)
F=k/m (1b)

Das Beispiel dient der Demonstration von Optimierungsverfahren. Genaue Angaben von Masse,
Kraft usw. sind hier ohne Belang.

Die Variable p moge fiir den Quotienten k/m stehen. Auflerdem setzen wir den Quotienten K/m auf
den Wert 1. (Denken Sie sich — je nach Lust und Laune — m/s*, km/h” oder km/hs dazu.)

Die zweite der Systemgleichungen nimmt damit die folgende Gestalt an

F=pmitp e {-1,0, 1} (1b%)

Diskretisierung

Die Zeitachse teilen wir in Abschnitte der gleichen Lénge Az = 1. Wir betrachten die physikali-
schen Grofen Ort und Geschwindigkeit nur zu den Zeiten t;, = i- At =i (i =0, 1, 2, ...). Die
Schubkraft wird jeweils zu Beginn eines Intervalls festgelegt. Sie kann sich immer nur an den
Intervallgrenzen @ndern.



Das Euler-Cauchy-Verfahren liefert die folgenden Systemgleichungen fiir die diskretisierten Gro-
Ben Si= S(ti), ri= F(ti) undp,- :p(ti)Z
Sir1 = 8i T F (2a)
Vil =¥t pi (2b)
Mit diesen diskretisierten Grofen lésst sich das Rendezvous-Problem so formulieren: Gesucht ist
eine moglichst kleine Zahl N und eine Folge von SteuerungsgroBBen (po, p1, pa,... ,py-1) mit p; €

{-10, 1} derart, dass die sich aus den Systemgleichungen ergebenden Ortsfolgen (so, S1, $2,. .. ,S¥)
und Geschwindigkeitsfolgen (7, 71, 72,... ,rn) die Randbedingungen

S0 = 0,

SN=a,

ro=ry=0
erfiillen.

Da hier die Zahl N der Schritte gesucht ist, handelt es sich um ein Problem mit gesuchtem, also
zunichst unbestimmtem, Planungshorizont.

Achtung: Hier wird das Euler-Cauchy-Verfahren sehr grobschlachtig angewendet. Das diskreti-
sierte Problem ist dementsprechend nur eine sehr ungenaue Anniherung an das kontinuierliche!
Aber hier geht es nicht um eine moglichst gute Beschreibung der Realitit, sondern um die Erldu-
terung eines Optimierungsprinzips.

Problemstellung mit unbestimmtem Planungshorizont

Wir wollen das Rendezvous-Problem in eine Form bringen derart, dass es der dynamischen Op-
timierung zugdnglich wird. Wir definieren die Zustinde des Systems folgendermalen: x = (s, 7, 7).
Die ganze Zahl i steht fiir den Zeitschritt und sie ist gleichzeitig Stufennummer. Gesucht ist eine
moglichst kleine Zahl N und eine Folge (xo, x1, ..., xy) mit x; = (s;, 74, i), so dass die Systemglei-
chungen (2a) und (2b) sowie die Randbedingungen so = 0, sy = a und ro = ry = 0 erfiillt sind.

Diese Problemstellung ldsst sich verallgemeinern. Wichtig ist die Aufteilung der Zustinde in zwei
Komponenten, also x = (z, i), derart, dass die Ubergangsbedingungen der ersten Komponente
unabhéngig von der Stufe i sind. Préziser ausgedriickt: Die Zustandsmengen gestatten die Dar-
stellung X; = (Z, i) mit einer von i unabhéngigen Zustandsmenge Z fiir die z-Komponente. Ebenso
ist die Menge der Folgezustinde eines jeden Zustands zeZ von der Stufe unabhéngig: U(x) =
U(z, i) = (U(z2), i+1). (Das Symbol U wird hier in zwei Bedeutungen verwendet. Welche gemeint ist,
kann man dem Argument entnehmen.)

Zeitinvariante dynamische Systeme passen in dieses Schema. Bei unserem diskreten Rendez-
vous-Problem muss man nur z = (s, ) setzen. Was die Zustandbeschrankungen Z angeht, wurde
bisher nichts vorausgesetzt. Jedoch ist es verniinftig, weder die Strecke noch die Geschwindigkeit
iiber alle Grenzen wachsen zu lassen. Man kann also beispielsweise die Menge Z durch die Vor-
gabe von Minimal- und Maximalwerten fiir Ort und Geschwindigkeit begrenzen. Die Funktion U
der Folgezustinde ist in unserem Beispiel folgendermallen definiert:

U(z) = U(s, r) = {(str, r-1), (str, 1), (str, r+1)}

Die Forderung der Zeitunabhingigkeit wird auch an die nichtnegative Bewertungsfunktion ge-
stellt: g(x, x*) = g((z,i), (z’,i+1)) hingt nur von den Zustandskomponenten z und z’ ab und nicht



etwa von i: g((z,9), (z’,i+1)) = g(z, z’). Der Strich kennzeichnet einen jeweils zuldssigen Nachfol-
gezustand.

Die Bewertungsfunktion bei unserem Rendezvous-Problem ist g(z, z”)=1 fiir jedes zuldssige Paar (z,
z’).

Nun lésst sich das Problem als eine Variante des Standardproblems der dynamischen Optimierung
formulieren. Da die Zustandbeschrinkungen stufenunabhingig sind, und da die Stufenzahl N
unbestimmt ist, wére die urspriingliche Aufgabe trivial: Man bréuchte nur N = 0 zu setzen und
erzielte null Kosten. Die Sache wird erst interessant, wenn man einschrankende Anfangs- und
Zielbedingungen vorgibt: zy € 4 und zy € Q. Wir verlangen also, dass Losungstrajektorie in einem
Zustand der Startmenge A (sprich Alpha) startet und in einem Zustand der Zielmenge Q (Omega)
endet.

Problem der dynamischen Optimierung mit unbestimmtem Planungshorizont: Es sind eine Zahl N
sowie eine zuldssige Trajektorie (2o, zi, ..., zy) zu finden derart, dass die Bewertung der Trajektorie
minimal wird und dass die Anfangs- und Zielbedingungen erfiillt sind. Es wird also verlangt, dass
die fiir die Zustandsfolge (zo, z1, ..., zy) die folgende Bedingungen erfiillt sind

zieZ firi=0,1,...,N
Zi+] € U(Zi) ﬁiriZO, 1, ...,N—l

zo€ A,zy € Q

N-1
g(zo, 21, ..., ZN) = Eg(zk,z,m) = min

k=0

Bellmansche Funktionalgleichung bei unbestimmtem Planungshorizont

Wir 16sen das Problem nicht fiir eine feste Startmenge 4, sondern wir betten das Problem in eine
verallgemeinerte Problemstellung ein: Wir ldsen das Problem fiir jedes beliebige z. Allerdings
setzen wir voraus, dass die Trajektorienldnge durch »n beschrinkt ist: N < .

Wenn wir die Losung all dieser Probleme haben, dann ist fiir hinreichend grofen # auch die Losung
unseres urspriinglichen Problems dabei.

Die Optimalwertfunktion fiir das derart beschrinkte Problem bezeichnen wir mit v,; v,(z) ist also
der Wert einer optimalen und maximal n-schrittige Trajektorie, die vom Anfangszustand z ins
Zielgebiet Q fiihrt.

Wir fangen mit #» =0 an. Die Zustinde, von denen man in 0 Schritten ins Ziel kommt, sind genau die
Zusténde der Zielmenge Q. Fiir diese Zustinde kennen wir den Optimalwert. Er ist gleich 0. Fiir
alle anderen Zustdnde wird der Wert auf unendlich gesetzt:

vo(z)=0 firzeQ
vo(z) = sonst

Sei nun die Optimalwertfunktion v,.; fiir die Zielerreichung in maximal n-1 Schritten bereits be-
stimmt, dann kommt man zur Optimalwertfunktion v, fiir maximal n-schrittige Trajektorien iiber
die bellmansche Funktionalgleichung:



v,(2) = ’.Ignl}? g(z,z")+v,_1(2"), falls dieses Minimum kleiner als v,.1(z) ist;
z z

ansonsten wird v, (z) = v,.1(z) gesetzt.

Durch VergroBerung des # erhilt man fiir jedes z den Op- Die Optimalwertfunktion
timalwert, falls es einen solchen gibt. Im Falle der Ren- s,

dezvous-Problems ldsst sich diese Aussage prézisieren: Gilt rf 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
fiir einen Zustand z und fiir ein 7, dass v,(z) < o0, 50 ist v,(2) 5[0 ® 0 o« 0 0 ® 0 0 o0
der gesuchte Optimalwert fiir diesen Zustand und dieser 4|4 « © © @ © © © © o o
Wert liisst sich durch VergroBerung des 7 nicht verbessern. 3|9 4 4 48] = « © « o

2(5 5[4 4 4 3 32 © o
Wir 16sen unser einfaches Rendezvous-Problem fir den 4§78 5 5 4 4 3 3 2[4 «
Zielort s = a = 10. Damit ergibt sich die Optimalwertfunk- 0l7z 6 6 6 55 443 210
tion der Tabelle. Die farbigen Felder markieren eine der 4|~ 8 7 7 7 6 6 5 5 4 3
optimalen Zustandsfolgen. 2[ » ©» 9 887776 5

Zum Vergleich: Das Bang-bang-Prinzip

Eine weitere Losungsidee beruht auf dem Bang-bang-Prinzip: Man féhrt anfangs Vollgas und dann
macht man eine Vollbremsung so, dass das Fahrzeug im Zielpunkt zur Ruhe kommt. Also ist in
Gleichung (1b”) anfangs die rechte Seite gleich 1. Dann wir umgeschaltet auf maximale Brems-
kraft, also auf -1.

Die allgemeine Losung der dynamischen Gleichungen sieht in diesen Fillen mit den reellen Pa-
rametern 4 und B so aus:

s=A+Bt+ 1R
r=B+t¢

Fiir die erste Phase, das ist die Beschleunigungsphase und es gilt das positive Vorzeichen, sind die
Randbedingungen s(0) = 7(0) = 0 zu erfiillen: Anfangs sind Ort und Geschwindigkeit gleich null.
Wir erhalten 7= ¢ und s = */2. Fiir das Weg-Geschwindigkeitsdiagramm driicken wir » in Abhén-
gigkeit von s aus. Wir eliminieren die Zeit und erhalten fiir die Beschleunigungsphase die Formel

r=+2s.

In der Bremsphase (negatives Vorzeichen) muss das Fahrzeug im Endpunkt ¢ und zum (noch
unbekannten) Endzeitpunkt 7" zur Ruhe kommen: s(7) = a, #(T) = 0. Wir erhalten die Formeln
r=T-tund s = a — (T-1)*/2. Die Wegabhingigkeit der Geschwindigkeit ist dann gegeben durch

r=+2a-s).

Der Moment des Umschaltens von Vollgas auf Vollbremsung ist genau dann, wenn die Ge-
schwindigkeiten in den jeweiligen Phasen gleich sind: V2s = 2(a —s) . Das ist auf halbem Weg,

also bei s = a/2, der Fall. Bis dahin ist die Zeit v/a vergangen. Am Anfang des Bremsbereichs ist s
=a/2=a— (T Ja )*/2. Daraus folgt, dass die Bremsphase genau so lange dauert wie die Be-

schleunigungsphase und dass die Gesamtzeit durch 7' = 2a gegeben ist. Das ist der optimale
Wert. Im Beispiel wurde a = 10 gewahlt. Es ergibt sich der Wert 7=6.3. Der mittels dynamischer
Optimierung gefunden Wert von 7 kommt an diesen Optimalwert schon ziemlich gut heran. (Mehr
ist angesichts der groben Diskretisierung auch nicht zu erwarten.)



Die Tabelle der Optimalwertfunktion gibt — trotz der sehr groben Diskretisierung — einen ersten
Eindruck von der Wegabhéngigkeit der Geschwindigkeit. Zum Vergleich wird im Anschluss das
Weg-Geschwindigkeitsdiagramm der Bang-bang-Steuerung dargestellt.

Einfaches Rendez-vous-Problem
Bang-Bang-Steuerung
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Die schnellste Bahn — ein Grundproblem der Variationsrechnung

Johann Bernoulli (1667-1748) stellte im Jahr 1696 das beriihmte Brachistochronenproblem (bra-
chys heil3t schnell und chronos ist die Zeit): ,,Zwei gegebene Punkte, welche verschiedenen Ab-
stand vom Erdboden haben und nicht senkrecht {ibereinander liegen, sollen durch eine Kurve
verbunden werden, auf welcher ein beweglicher Korper vom oberen Punkte ausgehend
schnellstmdglich zum unteren Punkt gelangt.“ Nehmen Sie an, dass der Korper zu einem Punkt
geschrumpft ist und reibungsfrei die Strecke durchliuft.

Zum Brachistochronenproblem gibt es einen eindrucksvollen Versuch im Mathematikum Giel3en.
Siehe dazu das Begleitbuch zur Ausstellung ,Mathematik zum Anfassen®. Im Internet:
www.Mathematikum.de. Johann Bernoullis Losungsansatz, der auf einer Analogie zum snelli-
usschen Brechungsgesetz basiert, wird von Georg Pélya beschrieben (1988, S. 229 ff.).

Mit der Behandlung des Brachistochronenproblems begriindete Johann Bernoulli das Gebiet der
Variationsrechnung. Sein erster Losungsansatz auf Basis des snelliusschen Brechungsgesetzes legt
allerdings einen anderen Zugang nahe, den der dynamischen Optimierung. Und diesen wihle ich.

Ausgehend vom konkreten Problem werde ich schnell auf allgemeine Formulierungen wechseln,
so dass eines der fundamentalen Ergebnisse der Variationsrechnung, die Euler-Lagrange-Diffe-
rentialgleichung, in schoner Allgemeinheit erscheint. Was die Formelsprache angeht, halte ich
mich weitgehend an das Buch von Dreyfus (1965).

Von der Bewegungsgleichung zur bellmanschen Funk-

tionalgleichung (0, 0) X
Das Koordinatensystem wird so festgelegt: Die x-Achse verlduft hori-

zontal und die y-Achse ist zum Erdmittelpunkt, also nach unten gerichtet.

Der Korper startet im Punkt (0, 0) und sein Zielpunkt ist der Punkt (a, b). (a. b)

Im Startpunkt hat der Korper die Geschwindigkeit 0. Der Energieerhal-  y
tungssatz liefert fiir die Geschwindigkeit des Massepunkts in Richtung


http://www.mathematikum.de/

der Bahnkurve den Wert

v=4/2gy.

Mit g wird die Erdbeschleunigung (Fallbeschleunigung) bezeichnet, die in unseren Breiten etwa
9.81 m/s” betréigt. Wir betrachten nun ein kleines Stiick der durchlaufenen Strecke, ausgehend von
(x, y) nach (x+Ax, y+Ay). Wir nehmen das Stiickchen als ndherungsweise gerade an und bezeichnen
die Steigung mit p:

Ay = p-Ax.

Der Korper bendtigt zum Durchlaufen dieser Teilstrecke der Lange
Al = AX? + Ay? = Axy1+ p?
ndherungsweise die Zeit

I+p
2g-y

A
Al=—l=AX'F(x:y=p) mit F(x,y,p)=
A%

Im konkreten Fall hingt die Funktion F zwar nicht von der Variablen x ab Die Variable wird hier
im Sinne einer Verallgemeinerung der Ergebnisse eingefiihrt.

Wir betten die konkrete Problemstellung, ndmlich die Suche nach dem zeitoptimalen Weg, der
vom Punkt (0, 0) zum Punkt (a, b) fiihrt, in die allgemeine Problemstellung ein, die den An-
fangspunkt (x, y) variabel hélt. Fiir die Zusammenhinge zwischen den Problemen wollen wir dann
wieder die bellmansche Funktionalgleichung formulieren. Wir miissen also zunichst dafiir sorgen,
dass die bellmansche Optimalitditsbedingung, die wir beim Beweis der Bellmanschen Funktio-
nalgleichung oben benutzt haben, erfiillt ist: Teilwege, insbesondere Endstiicke optimaler Wege
sind selbst wieder optimale Wege. Diese Bedingung ldsst sich erfiillen, wenn wir in der allge-
meinen Problemstellung die Anfangsgeschwindigkeit nicht auf 0 sondern auf die von y abhéngige

Geschwindigkeit v = ,/2gy setzen.

Die Optimalwertfunktion S(x, y) ist gleich der Zeit, die der Korper ab dem Punkt (x, y) benétigt um
zum Zielpunkt (a, b) zu kommen, also die Zeit fiir das Durchlaufen einer optimalen Kurve. Die
bellmansche Funktionalgleichung nimmt die Form

S(x,y) = min(Ax- F(x,y, p)+ S(x+ Ax y+ p- Ax))
p

an. Sie besagt: Der Optimalwert S(x, y), also die Zeitdauer fiir das Durchlaufen der optimalen
Kurve von (x, y) nach (a, b), setzt sich zusammen aus der Zeit fiir das Durchlaufen des Strecken-
stiicks von (x, y) nach (x+Ax, y+p-Ax) plus die Optimalzeit von dort zum Ziel. Die Steigung p des
Streckenstiicks ist genau so zu wéhlen, dass der Minimalwert erreicht wird.

Die Optimalwertfunktion S und die optimale Steigung p sind fiir alle Punkte (x, y) prinzipiell be-
stimmbar, zumindest im Diskreten. Fiir die Berechnung geht man vom Zielpunkt Schritt fiir Schritt
um jeweils die Schrittweite Ax zuriick und bestimmt fiir die zugehorigen y-Werte die Funktionen
aus den bereits bekannten Werten. Dieser Idee folgend, erhilt man auch eine einfache numerische
Methode zur Losung des Brachistochronenproblems durch Rasterung von x- und y-Achse.
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Unter der Voraussetzung, dass die Differenzierbarkeitsbedingungen erfiillt sind, muss im Opti-
malpunkt die Ableitung des Klammerausdrucks nach p gleich null sein. Daraus ergibt sich die
Bedingung

Sy =-F),.

Die tief gestellten Variablenbezeichner besagen, dass nach der Variablen partiell abgeleitet wird.
Die Optimalwerte fiir p legen die Politikfunktion p = p(x, y) fest. Mit diesen Bezeichnungen ldsst
sich die Optimalitdtsbedingung ausfiihrlich so schreiben:

Sy(x’y)=_Fp(x=yvp(x:y))' (1)

Fiir den Optimalwert wird in der bellmanschen Funktionalgleichung das Minimum erreicht und
nach Einsetzen der Politikfunktion erhalten wir

S(x,y)=Ax-F(x,y,p(x,y))+S(x+ Axy + p(x,y)- Ax) .

Der Grenziibergang Ax — 0 liefert eine zweite Gleichung

S5, y)+8,(x,3)- p(x,y) =—F(x,y, p(x,)). (2)
Durch Einsetzen von (1) in (2) erhalten wir eine explizite Darstellung auch fiir S,:
Sx(x,y)=Fp(x,y,p(x,y))- p(x,y) = F(x,y, p(x,y)) . (2%)

Euler-Lagrange-Differentialgleichung und Beltrami-ldentitat

Die expliziten Darstellungen fiir S, und S, in den Gleichungen (1) und (2’) erdffnet eine einfache
Moglichkeit, die Optimalwertfunktion zu eliminieren. Wenn wir eine Gleichung fiir die Politik-
funktion haben, ldsst sich, ausgehend vom Startpunkt, die optimale Kurve hin zum Zielpunkt
bestimmen, da dann ja in jedem Punkt (x, ) die Steigung dieser Kurve bekannt ist.

Ableitbarkeit vorausgesetzt, leiten wir nun die linke und rechte Seite von (1) nach x ab.
Sy (X, 1) ==Fpr (X, ¥, p(x, 1)) = Fppy (x, 3, (x, ) - i (X, )
Entsprechend leiten wir (2°) partiell nach y ab.
Sxy(%,3) = Fpyy (X, 3, p(x, ) p(x, y) + Fpp (x, 3, p(x,¥)) - p(x,¥) - P, (x, )
+F, (%0, p(x, 1)) Py (x,0) = F (%, 3, p(x,¥)) = F, (X, 3, p(x, ) - P (%, ) .
Wegen S\, = S, ergibt sich daraus die Formel
Fop Dy +Fpx +Fpy-p+Fp,-p-p,—F,=0.

Das ist die Euler-Lagrange-Differentialgleichung, die etwas kompakter geschrieben so aussieht:

df, (x, y, p(x, y(x)))
dx

Dem Skript von Mertens (2008) entnehme ich die Anregung zur folgenden Rechnung:

= F,(x,, p(x, ¥(x))) . 3)

%(F—pr):FerFy p+F, —-—F,-p £
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Der dritte und vierte Term heben sich auf. Wegen (3) ergeben auch der zweite und der letzte Term
zusammen null. So erhalten wir

d
L F=PF)=F,.
Beim Brachistochronenproblem héngt F nicht von x ab. Daraus folgt mit einer Konstanten ¢ die

Beltrami-Identitdt:
F—-pF, =c. (4)

Losung des Brachistochronenproblems

2

TP

Im Fall der Brachistochrone ist F(x,y, p) = . Die partielle Ableitung nach p liefert

F, = P .
V2g-y-(1+p’)
Das in (4) eingesetzt ergibt:
1 =
V2g-y-(1+p?)

Wegen p = dy/dx = y’ erhdlt man eine gewoOhnliche Differentialgleichung fiir die optimale Bahn-
kurve:

C.

1
2g-c*

y(1+y"?)= (5)
Jetzt erfolgt ein kithner Sprung. Wir setzen die Bahnkurve mit der noch wéhlbaren Konstanten & in
einer Parameterdarstellung an: x(a) = k(a-sin a) und y(a) = k(1-cos a). Um zu diesem Ansatz zu
kommen, haben die Groflen der Mathematik sicherlich viele Wege und Ansétze ausprobiert. Wir
wollen ihnen fiir den Losungshinweis dankbar sein.

,_dy _dy/da _ sina
dx dx/da 1-cosa

Seite der Gleichung (5) ein. So haben wir die Losung der Gleichung (5) und damit die des Bra-
chistochronenproblems in Parameterdarstellung erhalten:

Da y folgt y- (1 + y'2)= 2k . Wir setzen fiir 2k den Wert der rechten

a-—sina
X=——"

4g-c
)= l1-cosa

4g-c*

Es handelt sich um eine spitze Zykloide. Auf solchen Kurven bewegen sich die Peripheriepunkte
eines abrollenden Rades mit dem Radius 1/(4gc?). Der Abrollwinkel durchliuft die Werte von 0 bis
A. Der finale Abrollwinkel 4 und die Konstante 4gc” ergeben sich aus den Bedingungen x(4) = a
und y(A4) = b. Die Hauptschwierigkeit ist die Bestimmung des finalen Abrollwinkels 4. Die End-
bedingungen a = x(4) und b = y(A4) liefern die Gleichung
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b _1-cos4
a A-sind’

Daraus lasst sich das passende 4 mit dem Newton-Verfahren iterativ ermitteln. Die Konstante ¢
ergibt sich aus einer der Endbedingungen, beispielsweise aus b = y(4):

l1—-cos 4
c= [—.
4gb
Die Geschwindigkeit langs der Bahn ist gegeben durch

d/ l-cosa
—=v=,2gy = |———.
dt & 202
Die Ableitung der Streckenldnge nach dem Winkel a erhalten wir iiber die Beziechungen

dx 1- d 1
cosar 44 _sina

da ) 4gc2 da 4gc2
folgendermalBien:
2 2
dar (ﬂj _{d_yj - 12. 2(1-cosa) .
da da da 4gc
: dl/ dl da . . .
Es gilt v = - da dr Mit den eben berechneten Ableitungen fiihrt das auf den Zusam-
a
menhang
Izcosa 1 > 4/2(1—cosa) .d_a’
202 4gc dt
der sich zu
da
=% _9
ar %

vereinfachen ldsst. Zwischen dem Abrollwinkel und der Zeit besteht demnach ein linearer Zu-
sammenhang

a=2gct.

Damit ergibt sich die Gesamtzeit 7 flir das Durchlaufen der Brachistochrone zu

\b/g
T=A42gc= A4 - —=—.
& V1—cos 4

Die folgende Seite zeigt den Verlauf der Brachistochrone fiir den Radius 1/(4gc?) = 1.
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