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Das Umtauschparadoxon fir Fortgeschrittene®

Ein Angebot, das man nicht ablehnen kann

Zwei Briefumschlége enthalten Geld, einer doppelt so viel wie der andere. Ich darf einen Um-
schlag auswahlen, und das Geld entnehmen. Danach darf ich entscheiden, ob ich das Geld
behalten will oder zum anderen Kuvert wechsle. Mein Wohltater informiert mich, dass er
beim Fullen der Umschlége so vorgegangen ist: Anfangs hat er in den einen Umschlag 1 €
gelegt und in den anderen 2 €. Dann hat er so lange gewdrfelt, bis er die Augenzahl 1 oder 2
erhalten hat. Immer wenn das nicht der Fall war, also bei den Augenzahlen 3, 4, 5 oder 6, hat
er die Betrdge in den Umschlagen jeweils verdoppelt. Das Ergebnis dieser Prozedur — so sagt
der Wonhltater — steckt in den Briefumschlégen.

Ich ziehe einen Umschlag und es sind 16 € drin. Ich uberlege: Die Wahrscheinlichkeit des
Falles, dass das der kleinere Betrag ist, steht zu der Wahrscheinlichkeit des anderen Falles im
Verhaltnis 2:3. Den kleineren Betrag habe ich also mit der (bedingten) Wahrscheinlichkeit 2/5
oder 40 % gezogen und den groReren mit der Wahrscheinlichkeit 3/5 oder 60 %. Wenn ich
tausche, betrégt der Erwartungswert demnach 16 € multipliziert mit dem Faktor 2x40 % +
Y%x60 %, das sind 110 %. Der Umtausch lasst im Mittel 10 % mehr erwarten als ich in der
Hand halte. Das entspricht einem mittleren Zugewinn um 1€ und 60 Cent. Das Risiko, mit
60-prozentiger Wahrscheinlichkeit 8 € zu verlieren, féllt nicht so sehr ins Gewicht. Ich finde:
Der Tausch lohnt sich. Die Zugewinnerwartung von 10 % bei Tausch gilt fiir jeden gezogenen
Wert tber 1 €; bei einem Euro ist sie sogar gleich 100 %.

Widerspruch

Treffe ich die Entscheidung auf der Basis des zu erwartenden Zugewinns, werde ich stets tau-
schen, egal welchen Betrag ich zundchst gezogen habe. Um mich fr den Tausch zu entschei-
den, brauche ich also den Umschlag gar nicht zu 6ffnen. Durch die virtuelle Tauschentschei-
dung mache ich 10% Gewinn. Auch jetzt 6ffne ich nicht und wiederhole die Tauschentschei-
dung. Noch einmal 10% Zugewinn. Und so weiter. Das kann ja wohl nicht sein. Oder?

Eine erste Analyse

Die Wahrscheinlichkeit, mit der der Wohltéter die Summen jeweils verdoppelt, ist gleich 2/3.
Wir verallgemeinern diesen Wert durch Einflihrung der Variablen p (,,Verdopplungswahr-
scheinlichkeit”). Die Wahrscheinlichkeit des Falles i mit 2' bzw. 21 Euro in den Umschlégen
hat demnach die Wahrscheinlichkeit p; = (1-p)-p'. Wenn der jeweils kleinere Betrag mit der-

! Das Paradoxon behandle ich auf meiner Denkfallen-Seite http://www2.hs-fulda.de/~grams/dnkfln.htm. Einiges
davon ist in den entsprechenden Artikel der deutschsprachigen Wikipedia eingeflossen:
http://de.wikipedia.org/wiki/Umtauschparadoxon.

In der bertihmten Sammlung mathematischer Rétsel ,,Aha! Gotcha* von Martin Gardner (1982) taucht das Um-
tauschparadoxon unter dem Titel ,, The Wallet Game* auf, allerdings in der entscharften Fassung. Die Kenntnis
des schweren Umtauschparadoxons verdanke ich der englischsprachigen Wikipedia:
http://en.wikipedia.org/wiki/Two_envelopes_problem.
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selben Wahrscheinlichkeit wie der grofRere gewéhlt wird, ist der Erwartungswert Eq der Aus-
zahlung (mit oder ohne Umtausch) gleich

0
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Die unendliche Summe konvergiert nur fir p < %; Eo nimmt dann den Wert
E 3 1-p

T2 1-2p
an.

Fur groRere Werte von p existiert dieser Erwartungswert nicht. Und daran scheitert der
Nachweis, dass in unserem Beispiel mit p = 2/3 ein Umtausch allgemein giinstiger ist als das
Einbehalten des zuerst gewahlten Betrags.

Weitere Fragen

Mich hat diese Antwort noch nicht so richtig beruhigt: Die Sache mit dem Mittelwert ,,lber
alles* ist doch zu weit weg von der konkreten Entscheidung, ob man tauschen soll oder nicht.
Die Uberlegungen, die den Tausch nahe legen, sind ziemlich zwingend. Ich wiederhole sie in
etwas verallgemeinerter Form.

Ich setze fir die Verdopplungswahrscheinlichkeit wieder die Variable p anstelle des konkre-
ten Wertes 2/3. Wir gehen jetzt davon aus, dass der zuerst gewahlte Betrag gleich 2' ist (im-
mer in €). Das kann der kleinere Betrag des Falles i oder aber der grofiere Betrag des Falles
i-1 sein (0<i vorausgesetzt). Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Ziehung des Betrages 2' betra-
gen jeweils die Halfte der Fallwahrscheinlichkeiten p; = (1-p)-p' bzw. pi1 = (1-p)-p"™.

Unter der gemachten Bedingung ist die Wahrscheinlichkeit des Falles i gleich

p/2 PP
pi/2+py /2 pi+p, p+l

P(Fall i | Auszahlung gleich 2') =

und dementsprechend ist die bedingte Wahrscheinlichkeit des Falles i-1 gleich

P(Fall i-1 | Auszahlung gleich 2') = P __ 1
Pi+P P+l
Die erwartete Auszahlung bei Tausch ist damit gleich 2'* LS SO S e d
p+1 p+1 p+1

Bezogen auf den urspriinglichen Betrag erhoht sich die Auszahlung bei Tausch um den Faktor
(2p+1/2)/(p+1). Die Mehrauszahlung bezogen auf den urspringlichen Betrag ist gleich
(p-1/2)/(p+1). Das ergibt fur p = 2/3 eine Zugewinnerwartung von 10%.

Die Zugewinnerwartung ist positiv fur 1/2< p, dann lohnt ein Tausch, und negativ fiir p<1/2,
dann ist ein Tausch nicht angeraten. Nur flr p = 1/2 ist es egal, ob man tauscht oder nicht.
Das gilt fur alle Falle i groRer 0. Fur i = 0, also wenn man einen Euro gezogen hat, spricht
eine (sichere) Zugewinnerwartung von 100% flr den Tausch.

Fur p = 2/3 verstrickt man sich tief im oben geschilderten Widerspruch.
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Fortsetzung der Analyse

In dieser Analyse setze ich nicht auf den Erwartungswert ,,iber alles®. Ich mache eine ganz
nahe liegende Annahme, ndmlich die, dass die Mittel des Wohltaters, der die Briefumschlage
fullt, nicht unbegrenzt sind.

Er kann sein Wirfelspiel nicht beliebig lange fortsetzen. Seine Mittel mdgen gerade bis zum
Fall m reichen. Dann fiillt er im hochsten Fall die Umschlage mit 2™ bzw. 2™ Euro. Er sorgt
dafiir, dass das Wahrscheinlichkeitsverhaltnis aufeinander folgender Falle gleich p ist?.

Da die Anzahl der Félle endlich ist, missen die Wahrscheinlichkeiten neu normiert werden:

1-p i
m+1'p'

pi:l—p

Die Formel fur die Gewinnerwartung ohne Tausch Eq geht dann tber in
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Die erste Summe erfasst die Gewinnerwartung derjenigen Falle, in denen der niedrigere Be-
trag gezogen worden ist, und die zweite Summe beinhaltet alle die Félle, in denen es der ho-
here Betrag war. Die Formel fiir die Gewinnerwartung lasst sich noch vereinfachen:

LA 3 1- u i 3 1- 1-(2p)™
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Dieselbe Formel ergibt sich, wenn konsequent getauscht wird. Also: Der Tausch bringt tat-
séchlich nichts, wenn die Mittel des Wohltéters beschrénkt sind.

Anders sieht die Sache aus, wenn man (ber die finanzielle Grenze und den zun&chst gezoge-
nen Betrag informiert ist.

Fur p<1/2 sollte man nur tauschen, wenn man im Umschlag 1 € gefunden hat, sonst bleibt
man bei seiner Wahl. Dadurch erhoht sich der Erwartungswert auf

1 1-
EO + p0/2: EO +§ﬁ
Fiir 1/2<p sollte man immer tauschen, wenn der gezogene Betrag kleiner als 2™ ist. Andern-
falls behdlt man die Summe. Dadurch erhoht sich die Gewinnerwartung auf
E, £ P om E, L. 1-p -(2p)".
2 2 1_ pm+1
Die nebenstsehende Tabelle zeigt einige der aus den | m Eo | Absoluter | Relativer
Formeln gewonnenen Daten fiir den Fall p=2/3. Der Zugewinn | Zugewinn
Zugewinn wird durch den Mitspieler erzielt, der die 0 L5 05 33.33%
Kenntnis tber p und m optimal nutzt. > 7.6 0.8 10.14%
10 34.4 3.0 8.70%
15 148.4 125 8.42%
20 629.3 52.6 8.35%
25| 2656.2 221.5 8.34%
30 | 11197.9 933.3 8.33%

2 Der Wohltater kann bei der Auswahl des zu realisierenden Falles bei seiner Wiirfelmethode bleiben: Er beginnt
nach dem Fall m einfach von vorn, beim Fall 0. Aber Vorsicht: Das Problem der begrenzten Ressourcen taucht
hier ebenfalls auf, denn der Wohltéter hat ja fiir das Wiirfeln nicht beliebig viel Zeit.



Denkfalle ,Unendlich”

Die Unendlichkeit ist fest in unserem Denken verankert: Jede Zahl, mag sie noch so grof3
sein, lasst sich verdoppeln, und diese Zahl wieder, und so weiter.

Dem unbefangenen Umgang mit dem Unendlichen verdanken wir die Infinitesimalrechnung.
War den ,,alten Griechen* das Paradoxon um den Wettlauf des Achilles mit der Schildkrote
ein Ratsel, so kann uns so etwas nicht mehr beunruhigen — dank der Infinitesimalrechnung®.

Das Konzept des Unendlichen ist auBerordentlich erfolgreich. Auf ihm beruhen Gleichge-
wichtsanalysen, alle Berechnungen ,,auf lange Sicht“, und das Rechnen mit Wahrscheinlich-
keiten. Manche unhandliche Herleitung reduziert sich durch Einbeziehung des Unendlichen
auf eine einfache Formel.

Aber auch im Alltagsdenken ist das Konzept des Unendlichen allgegenwaértig: Wir glauben
gern, dass sich das Wirtschaftswachstum beliebig lang fortsetzen l&sst. Wir leben, als seien
die Ressourcen unbegrenzt.

Manchmal wird uns die Endlichkeit bewusst: wenn eine Bérsenblase platzt, wenn eine Wirt-
schaftskrise droht, oder wenn der Benzinpreis voribergehend in die Hohe schnellt.

Wir haben es mit einer Denkfalle zu tun: Das Konzept des Unendlichen ist bewahrt, aber
manchmal eben auch verkehrt. Beim Umkehrparadoxon schldgt diese Denkfalle besonders
heimttckisch zu.

Von vergleichbarer Hinterhaltigkeit wirkt diese Denkfalle beim St. Petersburger Spiel*: Als
maoglicher Gewinn werden zundchst zwei Euro auf den Tisch gelegt. Dann wird eine Miinze
geworfen. Erscheint das Wappen, wird der mdgliche Gewinn verdoppelt. Das passiert so lan-
ge, bis die Zahl oben liegt. Dann wird der Gewinn ausgezahlt.

Bis zu welchem Einsatz lohnt sich die Teilnahme an diesem Spiel?

Nun: Die Wahrscheinlichkeit, dass es bei zwei Euro Gewinn bleibt, ist gleich %. Vier Euro
sind es mit der Wahrscheinlichkeit ¥%. Und so weiter. Die Gewinnerwartung betrégt also
2x1/2 + 4x1/4 +8x1/8+ ... =1+1+1+ .. = o,

Das heil3t, dass sich jeder beliebig hohe Einsatz rechtfertigen l&sst. Tatséachlich wird man nur
wenige Personen finden, die mehr als 10 € Einsatz riskieren. Darin liegt der Widerspruch des
St. Petersburger Paradoxons.

Tatsachlich lielen sich hohe Einsatze nur dann rechtfertigen, wenn das Spiel beliebig oft wie-
derholt wurde und es moglich ware, zundchst einmal unbegrenzt viel Geld zu verlieren.

% Das ist eine von Zenons Paradoxien. Achilles rennt mit einer Schildkréte um die Wette. Der Gerechtigkeit
halber bekommt die Schildkrote einen Vorsprung von — sagen wir einmal — einhundert Metern. Los geht’s. In
Kirze hat Achilles die 100 m berwunden. Die Schildkréte ist schon weg. Achilles muss nun bis zu dem Punkt,
den die Schildkréte inzwischen erreicht hat. Sobald Achilles auch an dieser Stelle ist, hat die Schildkrdte sich
schon wieder etwas weiter bewegt. Das geht immer so weiter, unendlich oft. Kann Achilles die Schildkrote
Uberhaupt erreichen?

* Das St. Petersburger Spiel wird in vielen Paradoxa-Sammlungen behandelt, beispielsweise in den ,,Paradoxa“
von Gabor J. Székely (1990, S. 34 ff.). Auch im Buch ,,Betriebswirtschaftliche Entscheidungslehre” von Bam-
berg und Coenenberg (1989, S. 73) spielt es eine zentrale Rolle.
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