Lésungen zur Problemsammlung ,Querbeet*

Timm Grams, Fulda, 3. Juli 2004 (23.02.10)
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Losungsvorschlage

1 Eine Beweis C

Dass der Umfang des Dreieck ABD Kkleiner ist als der E

Umfang des Dreiecks ABC erkennt man, indem man
die Problemstellung etwas veréndert: Eine Seite des
aulleren Dreiecks wird in eine Seite des inneren Drei-
ecks hineingedreht — so wie das in der Skizze gezeigt
ist. Der Umfang des Dreiecks ABE ist kleiner als der
des Dreiecks ABC, denn die Strecken AC und CE A B
werden durch die Strecke AE ersetzt, und letztere

muss wegen der Dreiecksungleichung kleiner als die Summe aus AC und CE sein. Aus demsel-
ben Grund ist BD kleiner als DE plus BE. Also: der Umfang des inneren Dreiecks ist nochmals
Kleiner als das Dreieck ABE. Folglich muss es auch kleiner als das Dreieck ABC sein.
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2 Stébe im Brunnen

Der Satz des Pythagoras sagt uns, dass die Stabe in einer H6he von

4 m bzw. /7 m die Wand beriihren (s. Skizze). Mit x bezeichnen

wir den Abstand des Schnittpunkts von der linken Wand. Der
Strahlensatz liefert die beiden Beziehungen hv7m=x/3m und 4m

h/4 m=(3 m - x)/3 m. Indem man jeweils linke und rechte Seite am D J7
der beiden Gleichungen addiert, eliminiert man x. Es ergibt sich h = m

Wi o
4447 3m

5m

3 Wie alt sind die S6hne?

Die Zahl 36 l&sst sich so in Primfaktoren zerlegen: 36 = 2-2-3-3. Allerdings kénnen die Séhne
auch 1 Jahr alt sein. Mdglich sind also folgende Alter: 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18 und 36. Insgesamt
ergeben sich die folgenden Kombinationen: (1, 1, 36), (1, 2, 18), (1, 3, 12), (1, 4, 9), (1, 6, 6),
(2,2,9), (2,3,6) und (3, 3, 4). Zahlt man die Alterszahlen jeweils zusammen, erhédlt man als
Summen 38, 21, 16, 14, 13, 13, 11 und 10. Da der Mathematiker tber die Summe noch nicht den
richtigen Fall herausfinden konnte, muss es sich um die Summe 13 gehandelt haben. Sie gehort
zu den Féllen (1, 6, 6) und (2, 2, 9). Nur im letzten Fall gibt es einen altesten Sohn. Der alteste
Sohn ist also 9 Jahre alt. Die beiden jlingeren missen Zwillinge im Alter von 2 Jahren sein.

4 Halbkreis

Es geht um die folgende Frage: Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass drei unabhédngig und rein zufallig gewahlte Punkte eines Kreises auf
einem Halbkreis liegen?

Wenn ich diese Frage einem Publikum stelle, dann erhalte ich Schatzwer-
te, die oft unterhalb von 50% und manchmal gar bei nur 25% liegen. Da-
bei liegen die ersten beiden Punkte, nennen wir sie einmal A und B, mit
hundertprozentiger Sicherheit auf einem Halbkreis. Flr den dritten Punkt
C muss die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er auf einem Halbkreis mit den
anderen liegt, deutlich tiber 50% liegen.

Mit elementarer Wahrscheinlichkeitsrechnung versuchen wir, die Schatzung zu verbessern. Wir
veréndern die Aufgabenstellung geringfiigig, indem wir uns den Halbkreis aus einer endlichen
Zahl von gleichméalig uber die Peripherie verteilten Punkten zusammengesetzt vorstellen. Die
Zahl dieser Punkte sei gleich 2n. Die beiden Punkte A und B mdgen einen Bogen aus k Punkten
aufspannen. Dabei ist der klrzere der beiden moglichen Bogen zu nehmen.

Die mdoglichen Bogen erflllen die Bedingung 1 <k < n. Diese Bedingung schlief3t aus, dass zwei
einander gegenlberliegende Punkte auf einem Halbkreis liegen. Denn in diesem Fall ware die
Zahl der Punkte des Halbkreises genau n+1, egal wie herum man geht.

Abgesehen von k = 1 hat jeder der Werte k dieselbe Wahrscheinlichkeit 1/n. Fir k = 1 ist die
Wahrscheinlichkeit nur gleich 1/(2n), also halb so groR.

Der dritte Punkt C liegt nur dann mit den ersten beiden auf ein und demselben Halbkreis, wenn er
nicht in die ,,verbotene Zone* gegeniiber vom aufgespannten Bogen fallt. Diese verbotene Zone
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besteht ebenfalls aus k Punkten. Die Wahrscheinlichkeit, dass der dritte Punkt in eine verbotene
Zone der GrolRe k fallt, ist gleich k/(2n). Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die verbotene Zone
die GroRe k hat UND der Punkt in die verbotene Zone fillt, ist folglich gleich k/(2n?). Dabei
rechnen wir zunachst einfachheitshalber auch fiir k=1 mit dieser Formel.

Die Wahrscheinlichkeit p, dass die drei Punkte NICHT auf einem Halbkreis liegen, ist die Sum-
me all dieser Werte:

1 n(n+1) _1+1/n
p=y =L Y= ===
12n® 23 2 4
Fiir groBe n strebt p gegen 1/4 oder 25 %. Dass wir fir k=1 einen um 1/(4n) zu groBen Wert ein-

gesetzt haben, hat keinen Einfluss auf dieses Resultat, denn dieser Fehler geht bei wachsendem n
gegen null.

So haben wir die Antwort auf die urspriingliche Frage erhalten: Mit der Wahrscheinlichkeit 1 - p
fallt der dritte Punkt nicht in die verbotene Zone. Also liegen drei Punkte mit einer Wahrschein-
lichkeit von 75 % auf einem Halbkreis.

5 Die drei Wagungen

Wir versehen die Kugeln mit den Nummern 1, 2, ..., 12. Vor dem ersten Wiegen gibt es 24 mdg-
liche Falle: 1L, 1S, 2L, 2S, 3L, 3S, ..., 12L, 12S. Dabei steht 1L fur ,,Die Kugel 1 ist leichter als
die anderen® usw. Ein Wiegevorgang kann drei verschiedene Resultate zeigen: Die linke Schale
sinkt, die rechte Schale sinkt oder beide Schalen sind im Gleichgewicht.

Durch geschickte Aufteilung der Kugeln auf die Schalen ist dafur zu sorgen, dass durch eine
Waégung die Zahl der Falle moglichst stark reduziert wird. Es darf jeweils nur etwa ein Drittel der
Falle tbrig bleiben, egal wie der Wiegevorgang ausgeht. Sonst schafft man es nicht. Also: Nach
dem ersten Wiegevorgang durfen nur noch hochstens 9 Félle tbrig bleiben, und nach dem zwei-
ten hochstens 3.

Fur den ersten Wiegevorgang fuhren dieser VVoriberlegungen nach etwas Probieren zu folgender
Aufteilung der Kugeln: Die Kugeln 1, 2, 3 und 4 werden auf die linke Schale gelegt, und die Ku-
geln 5, 6, 7 und 8 auf die rechte. Ergebnisse*:

(1, 2,3,4) < (5, 6, 7, 8): Ubrig bleiben die acht Falle 1L, 2L, 3L, 4L, 5S, 6S, 7S, 8S. Im zweiten
Wiegevorgang vergleichen wir die Kugeln 1, 2, 3 und 5 mit den Kugeln 4, 9, 10 und 11.

(1, 2, 3,5) < (4,9, 10, 11): Es bleiben die Félle 1L, 2L, 3L. Im dritten Wiegevorgang ver-
gleichen wir nur noch die Kugeln 1 und 2 miteinander. Ist (1)<(2), dann ist die Nummer 1
die leichte Kugel. Ist (1)=(2), dann ist Nummer 3 die leichte Kugel. Und fir (1)>(2) ist es
die Nummer 2.

(1, 2, 3,5) = (4,9, 10, 11): Es bleiben die Falle 6S, 7S, 8S. Der dritte Wiegevorgang ist
analog zum eben behandelten Fall und liefert die schwerere Kugel.

(1,2, 3,5)> (4,9, 10, 11): Ubrig bleiben die Falle 4L und 5S. Eine der beiden Kugeln wird
im dritten Wiegegang mit einer der bekannten Kugeln verglichen (beispielsweise mit der
Kugel Nummer 9). Damit féllt die Entscheidung.

1 <“steht fur , leichter”, ,,>* fiir ,,schwerer* und ,,=* firr ,,gleich schwer*.
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1, 2, 3,5) > (5, 6, 7, 8): Dieses Ergebnis entspricht dem vorhergehenden Fall. Die Kugeln 1, 2,
3 und 4 tauschen mit den Kugeln 5, 6, 7 und 8 nur die Rollen.

(1, 2,3,4)=(5, 6, 7, 8): Es bleiben die 8 Falle 9L, 9S, 10L, 10S, 11L, 11S, 12L, 12S. Im zweiten
Wiegevorgang vergleichen wir die Kugeln 9, 10, 11 mit den Kugeln 1, 2, und 3. Ergebnisse:

(1, 2,3) < (9, 10, 11): Es bleiben die Falle 9S, 10S, 11S. Weiter: siehe oben.
(1, 2,3) > (9, 10, 11): Es bleiben die Falle 9L, 10L, 11L. Weiter: siehe oben.
(1, 2,3) =(9, 10, 11): Es bleiben die Falle 12L, 12S. Weiter: siehe oben.

6 Drei Kandidaten und funf Hite

Der siegreiche Kandidat ist nur der schnellste unter den dreien. Er stellt, wie die anderen auch,
folgende Uberlegung an: ,,Hétte ich einen blauen Hut auf, konnte jeder der beiden anderen Kan-
didaten je einen roten und einen blauen Hut sehen. Da die beiden nicht dumm sind, wiirde jeder
von ihnen sich Folgendes denken:

,Haétte ich einen blauen Hut auf, wiirde der mit dem roten Hut zwei blaue Hite sehen und
sofort merken, dass er einen roten Hut aufhaben muss. Denn: fir ihn ist kein blauer Hut (b-
rig. Da er sich nicht meldet, muss meine Annahme falsch sein. Ich muss einen roten Hut
aufhaben. Am besten ich melde mich, bevor der andere mit dem roten Hut auf dieselbe Idee
kommt.’

Da keiner der beiden sich meldet, muss meine Annahme falsch sein. Mein Hut kann nicht blau
sein. Er ist rot. Am besten ich gebe diese Antwort, bevor es ein anderer tut.*

(Das ist eine besonders schone Anwendung der Technik des indirekten Beweises.)

7 Mathematiker und Physiker

Der Physiker legt die Schallplatte mit dem Loch auf den Scheitelpunkt des zu drittelnden Win-
kels. Dann markiert er die Punkte Py, P, auf der Schallplatte, an denen die Schenkel des Winkels
unter der Platte hervorkommen. AnschlieBend rollt er die Schallplatte entlang einer Geraden auf
einem Papier ab und Ubertragt dabei P; und P, auf die Gerade. Diese Strecke kann er nun prob-
lemlos mit Zirkel und Lineal auf der Grundlage des Strahlensatzes dritteln. Diese zusatzliche
Markierung Ubertrégt der Physiker nun wieder durch Abrollen auf die Platte. Dann legt er die
Platte auf den Winkel, so dass das Loch auf den Scheitel und die urspringlichen Markierungen
auf die Schenkel zu liegen kommen. Die neue Markierung wird nun auf das Blatt Papier tbertra-
gen und mit dem Scheitel verbunden. Das war’s.

8 Das Portrat e
Oft wird die falsche Antwort gegeben: ,Es ist ein Bild des Mannes

selbst. Marilyn vos Savant verdffentlichte das Ratsel in ihrer Kolumne

und rief mit der beigeftigten richtigen Antwort (,,Der Mann steht vor ei-

nem Bild seines Sohnes*) einen Sturm der Entriistung hervor. Falls Sie e G
die Losung auch nicht tiberzeugt: Machen Sie sich eine Skizze. Wir nen-

nen B den Betrachter und A den abgebildeten Mann. Mit C bezeichnen

wir den Vater von A, und mit D den Vater von B. ,,Dieses Mannes Vater

ist meines Vaters Sohn“ bedeutet nun nichts anderes, als dass D auch der °

Vater von C ist. Weil B aber keine Geschwister hat, muss B gleich C sein.
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Das heil3t: Der Betrachter des Bildes ist der Vater des Abgebildeten.

9 Die Briicke

Wir variieren das Problem etwas und stellen uns den Fluss
zu einem Bach der Breite null geschrumpft vor. Dazu ver-
schieben wir das Sudufer des Flusses zusammen mit der
Stadt B gedanklich nach Norden (s. Skizze). B wandert also
in Gedanken nach B’. Die Losung dieses Sonderfalls ist
eine gerade Verbindung zwischen den Stadten. Nun variie-
ren wir die Problemstellung erneut, indem wir das Sudufer
des Flusses und die Stadt wieder zurlickverlegen. Jetzt ist klar, wo die Briicke zu stehen hat.

B!

B

10 Warfelspiele

Es empfiehlt sich hier, zunéchst jeweils die Chancen fiir das Verlieren zu ermitteln. Beziglich
des Gewinnens muss man namlich mehrere Félle in Betracht ziehen, wéhrend fur das Verlieren
nur der Fall zu betrachten ist, dass bei keinem der Wurfe das ersehnte Ergebnis erscheint.

Keine Sechs erscheint mit der Wahrscheinlichkeit 5/6. Viermal hintereinander passiert das mit
der Wahrscheinlichkeit (5/6)* ~ 48 %. Die Gewinnchancen beim ersten Spiel betragen also etwa
52 %.

Nun zum zweiten Spiel: Zwei Sechsen erscheinen mit der Wahrscheinlichkeit (1/6)? = 1/36. Mit
der Wahrscheinlichkeit 1- 1/36 oder 35/36 muss man damit rechnen, dass das nicht passiert. Die
Wahrscheinlichkeit, dass es 24mal hintereinander nicht passiert, ist gleich (35/36)** ~ 51 %. Die
Gewinnchancen sind beim zweiten Spiel also geringer als beim ersten, ndmlich etwa gleich 49 %.

11 Claims

Wir variieren die Problemstellung, indem wir Toms Grundstiick um
den Eckpunkt, der in der Mitte von Lems Grundstiick liegt, drehen.
Wir tun das so, dass schliel3lich die Seiten der Grundstiicke zuein-
ander parallel sind. Jetzt ist klar ersichtlich: Toms Grundstick G-
berlappt ein Viertel des Grundstiicks von Lem. Dieser Anteil andert

sich durch die Drehung nicht, denn: das Dreieck, das wegféllt ist \/
kongruent dem Dreieck, das dazukommt. Toms Anteil an dem

Goldfund betragt somit 1/8 oder 12,5 %.

12 Minzenspiel

Genau dann, wenn der Mittelpunkt der Minze von jedem Rand des
I:l I:l I:l betreffenden Quadrats wenigstens den Abstand von 8 mm hat, liegt die

Minze vollstdndig in einem solchen Quadrat. Die Mittelpunkte missen
also innerhalb von Quadraten der Seitenlange 30 mm - 16 mm = 14 mm
D |:| D zu liegen kommen. Unter der Annahme, dass die Mittelpunkte der Ein-
centstiicke keinen Ort der Flache bevorzugen, ist die Gewinnwahr-
I:l D I:l scheinlichkeit gegeben durch das Flachenverhéltnis der kleinen Quadra-




Problemsammlung ,Querbeet" — Lésungen

7

2
te zu den groRen Quadraten, also gleich X2™M° _ (72 L 205

A (30 mm)2

B 13 Wie weit sieht der Astronaut?

15

Wir stellen uns die Erde als ideal kugelférmig vor und erinnern uns
an die ehemals gultige Definition der MaReinheit Meter: Das Urme-
ter in Paris sollte den 40-millionsten Teil des Erdumfangs darstellen.
Daraus ergibt sich fur den Erdradius r die Formel®> r = 40 000

km/(27), also r ~ 6366 km.

Unter Vernachldssigung der Lichtbrechung

in der Atmosphére nehmen wir an, dass sich

das Licht geradlinig ausbreitet. Mit A be-
zeichnen wir den Ort des Astronautenauges, B ist ein Punkt des sichtba-
ren Horizonts und M der Erdmittelpunkt. Die Strecke AB steht senkrecht
auf BM.

Mit x bezeichnen wir den Abstand des Astronautenauges vom sichtbaren
Horizont; das ist die L&nge der Strecke AB. Die Hohe des Astronauten-
auges Uber der Erdoberflache sei h. Der Satz des Pythagoras liefert die

Gleichung (r+h)?= r?+x% Daraus ergibt sich x =+/(2r + h)h .

Der sichtbare Horizont ist in 100 km Hohe demnach etwa 1133 km weit
entfernt. Ist der Astronaut tGber Marseille, kann er Berlin gerade noch
sehen. Die skandinavischen Lénder liegen fiir ihn bereits hinter dem Ho-
rizont®,

Fur weitere Hohen sind die zugehdrigen Entfernungen zur Kimm in der

Hohe [ Entfernung
im 3,6 km
2,154 m 5,2 km
4,642 m 7,7 km
10m 11,3 km
21,54 m 16,6 km
46,42 m 24,3 km
100 m 35,7 km
2154 m 52,4 km
4642 m 76,9 km
1Kkm 112,8 km
2,154 km 165,6 km
4,642 km 243,1 km
10 km 357,0 km
21,54 km 524,2 km
46,42 km 770,2 km
100 km 1132,8 km

Tabelle aufgefuhrt. In der Grafik ist fir noch groflere Hohen auch die Lange des Kreisbogens
vom ,,FuBpunkt” des Astronauten bis zum sichtbaren Horizont angegeben. Er hat die Lange

r-arccos(r/(r+h)).

Entfernung der Kimm
10000 1
9000 1
e 8000
= 7000 -
2 6000 -
2 5000
2 2000 e Entfernung/km
= 3000 7 —
w2000 = Kreisbogen/km ——
1000 -
0 7——_1-’/ ‘ ! !
o - N ™ < [Te) © ~
o o o o o o o o
+ + + + + + + +
[Hi H] [Hi H] [H H H H
- - - - - - - -
Hohe/km

2 Tatsachlich ist der Radius einer volumengleichen Kugel gleich 6371 km.

* Aufgrund der Lichtbrechung in der Atmosphére reicht die Sicht noch etwa 9 % weiter.
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14 Unendlich viele x
Wir versuchen es einmal damit, dass wir die linke und die rechte Seite der Gleichung 3 =

\/x+\/x+\/x+\/x+... quadrieren:
9=x+ \/x+\/x+\/x+\/x+... oder9-x= \/x+\/x+\/x+\/x+...

Die rechte Seite der Gleichung ist aber voraussetzungsgemal gleich 3. Also ergibt sich 9-x=3
und schliellich x = 6. Wenn es Gberhaupt eine L6sung fur x gibt, dann diese.

15 Jahrhundertentdeckung

Sie haben vielleicht gemerkt, dass die von mir ermittelte Formel fur x* nichts anderes als die Re-
gula falsi ist. Und die liefert im allgemeinen nicht den exakten Wert. Was stimmt an meiner Her-
leitung nicht?

Ich habe eine Formel fir die Nullstelle x* hergeleitet, ohne berhaupt die Nullstelleneigenschaft
zu benutzen! Nirgends fordere ich, dass f(x*) = 0 sein soll. Der Ansatz funktioniert auch dann
noch, wenn x* irgendwo auf der reellen Achse liegt.

Wenn ich die Nullstelleneigenschaft nicht fordere, kann

sie — im allgemeinen Fall — auch nicht herauskommen. y (o)
Dafur habe ich spéter x = x* angenommen und die Rech-

nung auf dieser Basis fortgesetzt. Zu allem Uberfluss a !
dividiere ich die Gleichung (*) auf der linken und auf b X
der rechten Seite auch noch durch x-x*, also durch null, f(a) ¢

und eliminiere damit die einzige plausible Ldsung.

Was sich nach der Kiirzung ergibt, ist eine Relation, die dafiir sorgt, dass die Gleichheit fur alle x
gilt. Das heift: Die Geraden fallen zusammen und bilden genau die Verbindungsgerade, die zur
Herleitung der Regula falsi herangezogen wird.

16 Wie heil3t der Lokfiihrer?

Die Aufgabenstellung sagt viel tber die Wohnorte. Aus diesem Umweg sollte detektivischer
Gewinn zu ziehen sein. Es ist die Rede von drei Orten: Chicago, New York und einem Ort da-
zwischen, den ich hier einmal ,,Mittendrin“ nenne. Aus a) und c) ergibt sich eine erste tabellari-
sche Zuordnung, ndmlich:

Chicago Mitten- New York
drin
Dr. Bab- | Schaffner
bitt
Aus b) und d) folgt: Da der Nachbar des Schaffners genau das Dreifache verdient, kann dieser
Nachbar nicht Dr. Jones sein, denn 2 500 ist nicht durch drei teilbar. Auch Dr. Babbitt ist nicht

sein Nachbar — der wohnt ja in Chicago. Demnach muss Dr. Miller sein Nachbar sein. Damit
ergibt sich die folgende Zuordnung:
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Chicago Mitten- | New York
drin
Dr. Bab- | Dr. Miller
bitt Schaffner
Wegen e) heil3t der Schaffner Jones und Dr. Jones wohnt in New York. Damit erhalten wir diese
Zuordnung.
Chicago Mittendrin New York
Dr. Bab- Dr. Miller Dr. Jones
bitt Schaffner (Jo-
nes)

Die Aussage f) liefert die Erkenntnis, dass der Heizer nicht Miller heien kann. Weder der
Schaffner noch der Heizer heiBen Miller. Also muss Miller der Lokftuhrer sein. Damit haben wir
die Losung des Problems.

Im Laufe des Losungsprozesses waren hier im Wesentlichen zwei Dinge zu tun:

1. Fir die Suchraume® bzw. deren Beschrankungen ist eine geeignete Darstellungsform zu fin-
den. Hier genlgte eine einfache Zuordnungstabelle.

2. Auf jeder Stufe des Losungsprozesses ist eine passende logische Bedingunge auszuwéhlen,
die den Suchraum der folgenden Stufe weiter einschrankt.

17 Rutschende Halbkreisscheibe (Protokoll eines Losungsprozesses)

Um ein Geflhl fir das Problem zu bekommen, wird erst einmal expe-
rimentiert. Man schaut sich also den einen oder anderen Spezialfall
einmal an. Das geht auf verschiedene Arten und Weisen, beispielswei- P
se mit einer Halbkreisscheibe aus Pappe.

Ich mache die Experimente mit einem Grafikprogramm. Anstelle der
Halbkreisscheibe zeichne ich das durch den Punkt P gegebene recht-
winklige Dreieck Uber der Geraden des Halbkreises. Der Kreisbogen
wird so zum Thales-Kreis. Die Gerade der Halbkreisscheibe ist die
Hypotenuse des Dreiecks. Das Bild der Experimente ist ganz unten
wiedergegeben. Blau eingezeichnet sind die Extrempositionen des
rechtwinkligen Dreiecks.

Nun zur Generalisierung: Das Bild legt die Hypothese nahe, dass der Punkt P sich auf einer Ge-
raden bewegt, die durch den Scheitelpunkt des rechten Winkels geht. Diese Gerade ist rot und
gestrichelt eingezeichnet.

Fur den Beweis, dass die Gerade tatséchlich der gesuchte geometrische P
Ort fur die Bewegung des Punktes P ist, legen wir die nebenstehende
Skizze zu Grunde. Wir missen nur zeigen, dass der Winkel g stets —
also in jeder Position der rutschenden Halbkreisscheibe — so groR wie
der Winkel « ist. B a

* Statt Suchraum heiRt es auch Losungs- oder Erfiillungsmenge.
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Nach einigen fruchtlosen Versuchen mit der Berechnung
von Winkeln unter Ausnhutzung der Rechtwinkligkeit, P
greife ich auf die Analogie-Heuristik zuriick: Habe ich
etwas Ahnliches schon einmal gesehen? Kenne ich ein
verwandtes Problem?

In meiner Denkfallen-Sammlung taucht das Problem der
rutschenden Leiter auf. Von daher ist bekannt, dass sich
der Mittelpunkt M der Hypotenuse auf einem Viertelkreis 3
bewegt. Der Mittelpunkt dieses Viertelkreises liegt im
Scheitpunkt des rechten Winkels. Und dieser Viertelkreis
hat denselben Radius wie die Halbkreisscheibe. Wenn
man den Halbkreisbogen der Halbkreisscheibe zu einem
vollen Kreis vervollstandigt, muss die Kreislinie durch
den Scheitel des rechten Winkels gehen®. Das ist in der
nebenstehenden Skizze zum Beweis dargestellt.

Der in der Skizze rot und fett markierte Kreisbogen wird von jedem Punkt des komplementéren
Kreisbogens unter jeweils demselben Winkel gesehen (Satz vom Umfangswinkel). Also mussen
die Winkel « und ggleich sein. Damit ist der Beweis erbracht.

Das Bild der Experi-
mente

> Das hétte man auch gleich sehen kénnen: Der volle Kreis ist Thales-Kreis der beiden in der Figur auftretenden
rechtwinkligen Dreiecke. Der hier dargestellte Losungsprozess bot diese Erkenntnis erst ganz zum Schluss — warum
auch immer. Und genau das sollte hier gezeigt werden: Losungswege fuhren selten geradewegs zum Ziel. Zur Ma-
thematik gehdren das Probieren, das Prifen und das Vereinfachen.
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18V

Es handelt sich um eine Reihe von Beweisaufgaben. Losungsvorschlage gibt es hier — wie ange-
kindigt — nicht.

19 Das Ballfang-Problem

Der Hund, Elvis genannt, sprang ,,im Durchschnitt genau an der Stelle ins Wasser, die auch rech-
nerisch am ginstigsten war. Die Schlussfolgerung war unausweichlich: Elvis hatte auf seine ei-
gene Art und Weise ein Problem fur Collegestudenten aus der Differentialrechnung geldst.” So
berichtet es uns Keith Devlin.

Die Begeisterung fir die Fahigkeiten des Hundes wird der Tierliebhaber nachvollziehen kénnen.
Dem Uberschwang kann man aber zweierlei entgegenhalten: Erstens vermag Elvis Daten der
Umgebung zwar instinktiv richtig zu verrechnen. Differentialrechnung ist das aber noch lange
nicht.

In einem zweiten Punkt finde ich Devlins Bemerkungen wirklich bedauerlich, denn er verweist
fur die Losung des Problems auf die Differentialrechnung. Ich nenne das die ,,Ochsentour®: Be-
rechne die Langen der Teilstrecken in Abh&ngigkeit vom ,,Absprungpunkt®. Errechne daraus den
Zeitbedarf als Funktion dieses Punktes. Finde das Minimum dieser Funktion. Nutze aus, dass die
Kurve an der Minimalstelle eine horizontale Tangente besitzt. Berechne diesen Ort mittels einer
notwendigen Bedingung, die du von der Differentialrechnung her kennst (,,Ableitung gleich
null®). Das ist Sekundarstufen-I1-Routine — jedenfalls keine kreative Mathematik.

Zunachst wahlte auch ich die ,,Ochsentour®. Die Losung stand bald da. Aber beim Uberpriifen
kamen mir Zweifel. Ich merkte, dass ich gerechnet hatte, ohne das Problem so recht zu durch-
dringen.

Ich fragte mich: Braucht man bei einem so einfachen Problem
wirklich so schwere Geschitze wie die Differentialrechnung?
Und ich kam zum Schluss: Man braucht sie nicht. Man kommt
mit einer um 2000 Jahre &lteren Mathematik aus, mit elemen-
tarer Geometrie. Und damit sind wir wieder im Rahmen dieser
Aufgabensammlung, beim Stoff der Sekundarstufe I.

Als Erstes stellt man fest, dass es gar nicht so sehr darauf an-
kommt, ob der Hund am Ufer zehn, zwanzig oder hundert Me-
ter lauft. Ausschlaggebend ist der Abstand des Absprung-
punkts von der dem Ball am néachsten liegenden Uferstelle,
vom FulRpunkt des Balles. Ich nenne diesen Abstand a. Und
mit b bezeichne ich den Abstand des Balles vom Ufer. Der
Hund mdge um den Faktor p schneller rennen als schwimmen.

Die Frage lautet nun: Wie groR ist das glnstigste a in Abhangigkeit von p und b?

Mit jedem Satz, den der Hund entlang des Ufers macht, verringert sich die Lange a der uferseiti-
gen Kathete und auch die Lénge ¢ der Hypotenuse. Der Hund sollte in dem Moment ins Wasser
springen, wenn die Verringerung des ¢ die Verringerung des a nicht mehr aufwiegt. Das ist dann
der Fall, wenn die Verringerung von a genau das p-fache der Verringerung von c betragt.
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Wie nun verandert sich ¢, wenn sich a um einen kleinen
Hundesatz verringert? Die Situation ist in der nebenstehenden
Grafik dargestellt.

Die Hypotenuse wird um den Ballpunkt herum leicht
verschwenkt. Es entsteht ein Dreieck ADE. Die uns
interessierenden Strecken, um die sich a bzw. c¢ verringern,

sind AD und DE.

Der Winkel ZEAB ist nahezu rechtwinklig. Folglich ist der

Winkel ZDAE in etwa gleich dem Winkel ZABC. Auch ZAED A D
ist nahezu rechtwinklig. Das Dreieck DAE st dem N/ C
rechtwinkligen Dreieck ABC néherungsweise dhnlich. Je E

Kleiner der ,,Verschwenkungswinkel* ist, umso mehr &hneln sich die beiden Dreiecke.

Der Strahlensatz liefert: AD:AB=DE:AC. Daraus folgt AD:DE=AB:AC. Im
Absprungpunkt — so haben wir oben festgestellt — muss das Streckenverhaltnis AD: DE gleich p

sein. Die Hypotenusenlange im groReren Dreieck ergibt sich zu AB =+/a2 +b? . Insgesamt liefert

Va? +b? b)* . . :
der Strahlensatz also p=——— oder p=./1+|—| . Diese Beziehung wird nach dem
a a

gesuchten Verhaltnis der Streckenldngen a und b aufgel0st: E:W/pz—l. Fur grolke p qilt

naherungsweise (und der Hund wird wohl, bei aller Hochachtung vor seinen Fahigkeiten, nicht
genauer ,,kalkulieren*), dass das Streckenverhaltnis b/a in etwa gleich p ist. Mit den Zahlen der
Aufgabenstellung (b = 10 m, p = 10) ergibt sich fur das glnstigste a in etwa ein Meter.

20 Der Weg des Kafers | 10 cm |

Hier hilft etwas Basteln weiter: Man baut sich den Kegel (wenigstens in
Gedanken) zusammen. Offenbar wickelt sich der Kegel zu einem Viertel-
kreis mit dem Radius 20 cm ab. Auf diesem Viertelkreis bewegt sich der
Kéfer auf einer Geraden. Der Satz des Pythagoras liefert das Ergebnis. Der
Weg hat eine L&nge von 10-4/2 cm, also etwa 14,14 cm. Wer den Kegel
tatsachlich baut, kann sich den Weg des Kafers von oben betrachten und
sieht: Der Weg ist keineswegs glatt oder gar kreisformig. Er hat in etwa
Tropfenform.

21 Der fallende Schornstein

Der obere Teil des Schornsteins kommt bei der einsetzenden Drehbewegung nicht schnell genug
mit, er bricht ab und sackt formlich in sich zusammen. Warum das so ist, kann man sich recht
einfach klar machen: Auf jeden Massepunkt des Schornsteins wirkt die Schwerkraft direkt nach
unten. So lange der Turm senkrecht steht und seine Basis unversehrt ist, wirkt diese Kraft in
Richtung Basis und der Turm bleibt stehen. Nun wird auf einer Seite die Basis weggesprengt. Die
auf diesen Teil gerichteten Schwerkréfte erfahren keine entsprechende Gegenkraft mehr. Der
Turm beginnt sich zu neigen, und zwar anfangs wie ein starrer Korper. Auf jeden Backstein des
Schornsteins wirkt die Schwerkraft in der gleichen Weise. Wenn man diese Kraft in eine Kom-
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penente zerlegt, die parallel zur Achse des Schornsteins verlauft und eine, die in Rich-
tung der Bewegung zeigt, dann bewirkt nur letztere eine Beschleunigung. Diese be-
schleunigende Kraft ist fiir alle Backsteine gleich. Da sich der Schornstein zunéchst
aber wie ein Stab dreht, werden die unteren Backsteine langsamer beschleunigt, als es
der Schwerkraft entspricht und die oberen deutlich schneller. Das heift, dass im
Schornstein Kréfte auftreten missen, die die unteren Backsteine abbremsen und die
oberen Backsteine beschleunigen. Und diese Krafte sind es, die den Schornstein zum
Brechen bringen.

22 Das erste Ass

Losungsvorschlag 1: Intuitiv erkennt man, dass sich die Karten irgendwie gleichmagig auf den
Stapel verteilen. Das erste und das zweite Ass werden im Mittel wohl genauso weit voneinander
entfernt liegen wie das zweite und das dritte, oder das dritte und das vierte. Was irritiert, ist, dass
es ein Oben und ein Unten gibt. Anfangs- und Endstiick des Stapels, also die Karten bis zum ers-
ten Ass und die Karten hinter dem vierten Ass, passen nicht so recht ins Schema.

Wir behelfen uns mit einem Trick, der die Anfangs- und Endstiicke verschwinden lasst: Wir stel-
len uns die Karten zyklisch angeordnet vor: Nach der letzten Karte geht es mit der ersten weiter.
Dort wo der Zyklus aufgetrennt wird, fligen wir eine weitere Karte zur Markierung dieser Stelle
ein, das ,,Markierungsass*. Wir sehen, dass sich das Problem nicht andert, wenn wir jetzt den
Stapel mit 53 Karten mischen und dann mit dem Aufdecken unmittelbar hinter dem ,,Markie-
rungsass® beginnen. Auf die letzte Karte folgt wieder das Markierungsass, so wird ein funfter
Abstand definiert. Nun ist klar: Die Verteilungen der funf Abstdnde zwischen den Assen unter-
scheiden sich nicht. Die Abstande haben folglich auch denselben Mittelwert, und der muss genau
ein Flnftel der Kartenanzahl sein. Bis zum ersten Ass sind demnach im Mittel 53/5 Karten auf-
zudecken.

Ldsungsvorschlag 2 (verzichtet auf die Vorstellung eines Zyklus von Karten und bietet die Gele-
genheit, den Umgang mit kombinatorischen Formeln einzutben):

Eine einfache kombinatorische Formel liefert die Wahrscheinlichkeit py dafur, dass das erste Ass
auf Position k zu finden ist:

m—k
n-1
~
n
Hierin ist m die Zahl der Karten insgesamt (m = 52) und n die Zahl der Asse (n=4). Im Zahler

steht die Zahl aller Moglichkeiten dafir, dass die restlichen Asse im restlichen Kartenstapel zu
finden sind; und im Nenner stehen alle moglichen Positionierungen samtlicher Asse.

Py =

(Wer die weiteren Herleitungen eher ermudend findet, kann sich hier schon an den Rechner set-
zen und den Erwartungswert fir den konkreten Fall der vier Asse in 52 Karten mit einem Tabel-
lenkalkulationsprogramm ermitteln.)

Der Erwartungswert E flr die Position des ersten Asses ist gegeben durch
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m-n+1 m-n+1 m-n+1 n—

E=;k-pk=(nj2k( j (j(n 1)|k21:k1;[(m—k—i).

Wir beziehen in das Produkt den Faktor m-k+1 ein und versehen es mit negativem Vorzeichen.
Nun missen wir nur noch das (m+1)-fache des urspriinglichen Produkts addieren und erhalten die
aquivalente Formel

E=rx—— ((m+1)mflﬁ(m k—1i)- mzn‘:lﬁ(m k—|)]
()(n n! k=1 i=0 k=1 i=-1

Substitutionen der Indexvariablen liefern

E:( )(n 1)l((m+l)miﬁ(k i)— iln_[(m—l)j

k=n-1 i=0 k=n i=0
Die weiteren Umformungen machen Gebrauch von der Formel

> 16~ 0= ) e

i=M

die sich leicht mittels vollstandiger Induktion beweisen l&sst. Damit gelangen wir zu
1 [ m+1 m+1

E=————|(Mm+D)- ( j (n-1)! ( )-n!): [( = )l——j

(-0 T -y N+

und schlussendlich zu E[K] = m_+11 In unserem Fall liefert die Formel den Wert 53/5.
n-+

23 Rentenplane

Losungsvorschlag 1(kommt mit minimalem Vorwissen aus): Aufgrund der schwankenden Akti-
enkurse mussen wir die Kosten je Anteilschein fir jeden Monat separat benennen. Die Kosten
eines Anteilscheins mdgen im Monat i gleich a; sein. Alle diese Werte sind positiv. Die Kosten je
Anteilschein — gemittelt Gber n Monate — bezeichnen wir bei Plan A mit ma und bei Plan B mit
mg. Ein wenig Rechnerei liefert die Erkenntnis, dass die Mittelwertbildung bei Plan A auf das
harmonische Mittel und bei Plan B auf das arithmetische Mittel hinauslauft:

bzw. my ==2—. *)

Um einen ersten Einblick zu bekommen, nehmen wir uns den Fall n = 2 vor. Die Formeln verein-
fachen sich zu ma = 2/(1/a; + 1/a;) und mg = (a;+az)/2. Wir errechnen den Quotienten mg/ma
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und erhalten aufgrund der Tatsache, dass a; + a,”> wenigstens 2 mal groRer ist als a;-a; ist®, einen
Wert von wenigstens 1. Also ist ma < mg und wir kdnnen an der Stelle bereits vermuten, dass bei
schwankendem Aktienkurs der Plan A gunstiger ist als Plan B.

Was noch fehlt, ist die Verallgemeinerung auf beliebig groRes n. Wir versuchen es mit vollstan-
diger Induktion, also mit dem Schluss von n auf n+1 (oder von n-1 auf n). Den Induktionsanfang
haben wir schon: Die Formel 1 < mg/ma gilt jedenfalls fir n = 1 und n = 2. Wir setzen nun vor-
aus, dass wir die Formel fiir n-1 schon bewiesen haben. Die Mittelwerte flr diesen Fall bezeich-
nen wir jetzt mit ma und m’g. Es gilt also als erwiesen, dass 1<m’g/m’a. Wir mlssen nun zeigen,
dass die Formel auch fir die Mittelwerte ma und mg gilt, jeweils genommen uber n Werte.

n

a —
M Zl iz,_l:ai [ _ n-1 1)( 1 n-1 1 1)
—_— = =M B +a -— |- .__+_a'_.H

m, n n n "n){ma n

Wegen m'a < m'g folgt daraus die Ungleichung

( ~ n-1 1)( 1 n-1 1 1} M,
ma- +a, — || — —+—— | <.
n n m a n a n my

n

Mit a anstelle von m'a, b anstelle von a,, p anstelle von 1/n und 1-p anstelle von (n-1)/n hat die
linke Seite der Ungleichung die Gestalt:

(a(l— p)+bp)- (1_7'%%}

Dieser Ausdruck ist wenigstens gleich eins. Damit haben wir das gewiinschte Resultat
1 <mg/ma. Anders ausgedriickt: ma < mg. Der Plan A ist im Allgemeinen ginstiger als Plan B.
Nur wenn die Aktienkurse nicht schwanken, gilt das Gleichheitszeichen.

Losungsvorschlag 2 (braucht etwas tiefer liegende Kenntnisse tber die Beziehungen zwischen
den verschiedenen Arten von Mittelwerten): Fir die mittleren Kosten haben wir die Formeln (*).
Das harmonische Mittel der positiven Zahlen a;, ay, ..., a, ist niemals groRer als ihr geometri-
sches Mittel. Und letzteres ist nach oben durch das arithmetischen Mittel dieser Zahlen be-
schrénkt:

n

n n ;ai

<l la <+&2—.

Also ist das harmonische Mittel nie groRer als das arithmetische Mittel. Deswegen ist ma < mg.
Bei Plan A fallen im Allgemeinen die geringeren Kosten je Anteilschein an.

Dass Plan A giinstiger als Plan B ist, kann nicht verwundern: Der NutznieRer von Plan A deckt
sich vorwiegend mit den billigeren Aktien ein; die teureren Aktien machen an seinem Aktienbe-
sitz einen geringeren Anteil aus als es nach Plan B der Fall ware.

® Die Zahlen a; und a, werden als positiv vorausgesetzt. Es gilt 0 < 2a,a, < (a;- @,)* + 2a,8,= a,°+ a,>und damit
auch 2 < (a,’+ a,9)/( a1a,).
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24 Zufall oder nicht?

Wir gehen direkt das verallgemeinerte Problem an, da es auch nicht schwerer ist, als das konkre-
te: Zu bestimmen ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine rein zufallige n-stelligen Bitfolge, in
der die Null genauso wahrscheinlich auftritt wie die Eins, einen Abschnitt aus k aufeinander fol-
genden Nullen enthalt.

Diese Wahrscheinlichkeit wird mit pnx bezeichnet. Sie lasst sich mittels Rekursion Uber n
bestimmen: Fiir n<k ist pox = 0. AuBerdem gilt pxx = 1/2. Bis zu einem bestimmten n seien nun
die pn bereits bekannt. Daraus erhalten wir p,.1x aus folgender Uberlegung: Die Wahrschein-
lichkeit, dass bereits unter den ersten n Bits eine Folge aus k Nullen vorkommt, ist gleich pp.
Dazu kommt die Wahrscheinlichkeit daftr, dass nur auf den letzten k Stellen, also auf den Positi-
onen n-k+2, n-k+3, ... n+1 die k Nullen in Folge erscheinen. Das sind Folgen, die auf den ersten
n-k keine Nullfolgen der Lange k enthalten und auf der Position n-k+1 eine Eins und auf den rest-
lichen Positionen Nullen. Die Wahrscheinlichkeit dafir ist gleich (1-pn)/2“". Daraus folgt die
gesuchte Rekursionsformel fur k<n:

Pn+1k = Pk t (1'pn-k,k)/

In der folgenden Tabelle sind fir ein paar ausgewahlte Zahlenpaare (n,k) die Wahrscheinlichkei-
ten pnx dargestellt. Hervorgehoben ist der Wert der Lésung fir die konkrete Aufgabenstellung.
Die Wahrscheinlichkeit, dass in einer gewdirfelten Bitfolge aus 200 Bits acht aufeinander folgen-
de Nullen auftreten, betragt 32 Prozent.

+
ok+L

Wahrscheinlichkeiten k
n 3 4 5 6 7 8 9 10
10 0.508 0.245 0.109 0.047 0.020 0.008 0.003 0.001
20 0.787 0.478 0.250 0.122 0.058 0.027 0.013 0.006
50 0.983 0.827 0.552 0.315 0.165 0.084 0.041 0.020
100 1.000 0.973 0.810 0.546 0.318 0.170 0.088 0.044
200 1.000 0.999 0.966 0.801 0.544 0.320 0.173 0.090
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