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Vorbemerkung

Die Optimalldsungen der Natur werden gern als praxisnahe Beispiele im Mathematikunter-
richt verwendet. An ihnen ldsst sich demonstrieren, wofiir die Infinitesimalrechnung gut ist
und was man mit den transzendenten Funktionen anfangen kann. Aber genau diese Fixierung
auf bestimmte mathematische Gegenstdnde fiihrt zuweilen zur unangemessenen Behandlung
der Themen. Ein Musterbeispiel ist fiir mich die total {iberdrehte Behandlung des Ballfang-
problems durch Keith Devlin (,,Elvis: Der Hund als Differentialrechnungskiinstler, 2005).
Meine Meinung dazu finden Sie im Netz (Ein Unding mit Konzept. Kurzinformation zum
Fuldaer Briickenkurs Mathematik).

Es ist sicherlich richtig, den Lernenden die Mathematik anhand solcher ,,naturgegebenen
Beispiele nahe zu bringen. Aber zuweilen wird ,,mit Kanonen auf Spatzen geschossen®. Was
hat beispielsweise die Form der Bienenwabe mit transzendenten Funktionen zu tun? Und
braucht man zum Nachweis der Optimalitét tatsdchlich die Infinitesimalrechnung? Was habe
ich davon, den Winkel zwischen Begrenzungsfldchen der Bienenwaben zu berechnen?

Ich stelle mich hier auf den Standpunkt des Ingenieurs. Er denkt konstruktiv und fragt: Wozu
brauche ich das und was davon ist wirklich n6tig? So ganz nebenbei er6ffnet sich dann auch
noch die Mdglichkeit zum Bau eines physikalischen Modells. Und diese Moglichkeit sollte
man in der Ausbildung nutzen: Das Anfertigen von Papiermodellen beispielsweise stellt keine
groBen apparativen Anforderungen und es fordert die Feinbeweglichkeit der Hdnde. Und kor-
perliche Bewegung gehort zum Besten, was man fiir das Gehirn tun kann.

Einfuhrung ; ZAYEie™

Das Bild zeigt eine Bienenwabe mit den typi- V.:::z.‘

schen Zellen: Der Grundriss einer solchen @& @

Zelle ist ein regelmidBiges Sechseck. Diese ¢ “ ‘ 3 ‘%
Zellen lassen sich liickenlos — sozusagen ohne @ 1)

Verschnitt — aneinanderfiigen. Das ginge auch
mit anderen regelmdBigen Vielecken: mit dem
gleichseitigen Dreieck und mit dem Quadrat.
Aber aus einer Reihe von Griinden ist das
Sechseck vorzuziehen. Insbesondere ist hier
der Wachsverbrauch fiir die Zellwinde bei .
gegebenem zu umbauenden Volumen am .
giinstigsten. Denn: Bei einer Querschnittsfla- ,.
che einer Zelle der Grofle F ergibt sich der

Umfang eines Dreiecks zu %xﬁ = 4.56x~/F , der eines Quadrats zu 4x+[F und der
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eines regelméaBigen Sechsecks zu 2+/ 243 x/F =3.72x+F .

Einleuchtender als die Unterstellung eines Optimalverhaltens der Bienen ist diese Uberle-
gung: Die Bienen konnen moglicherweise nur runde Rohren bauen und diese dicht aneinander
legen, Reihe fiir Reihe um den halben Durchmesser gegeneinander versetzt. Aufgrund der
Kohision und der FlieBfahigkeit des erwédrmten Wachses reduziert sich der ,,Verschnitt* und
es entstehen die regelméBigen Sechsecke. Das geschieht allein nach den Gesetzen der unbe-
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lebten Welt, genau so wie Seifenhdute Optimalflachen bilden. Dennoch ist es ganz lehrreich,
nachzurechnen, dass diese Anordnung im gewissen Sinne optimal ist.

Hier soll es um eine weitere solche Optimierungsrechnung gehen. Dazu schauen wir uns die
Bienenwabe einmal genauer an. Die Bienenwabe hat zwei Schichten: Das Bild zeigt die nach
vorne offenen Zellen. Auf dem Zellenboden zeichnen sich die Wéande der zweiten Schicht von
Zellen ab, die nach hinten offen sind.

Die Schichten sind so gegeneinander verschoben, dass jede Zelle mit drei dahinter liegenden
Zellen je ein rautenformiges Stiick Zellenboden gemeinsam hat. Eine der hinten liegenden
Zellen ist im Bild rotbraun hervorgehoben und eine der Rauten ist schwarz umrandet.

Wenn man diese Rauten nun um die gestrichelte Linie kippt, kann man erreichen, dass sowohl
die Wiénde der vorderen Zellen als auch die der dahinter liegenden kleiner werden. Dabei ver-
groBert sich die Flache der Raute etwas, da sie ja weiterhin an den Wéanden anliegen soll. Die-
se VergroBerung ist gegeniiber der Verringerung der Wandfldche zunédchst vernachldssigbar.
Wenn man die Raute weiter kippt, nimmt die Rautenflidche in immer groerem Mafle zu und
thre VergroBerung nimmt moglicherweise irgendwann einmal iiberhand. Die Frage ist, wie
weit man die Raute kippen muss, so dass der Wachsverbrauch fiir Zellboden und Zellwinde
insgesamt minimal wird?

Das Problem verstehen

Wir folgen der ersten Regel des Puzzle-based Learning (Michalewicz, 2008): Vergewissere
dich, dass du das Problem verstehst. Definiere die grundlegenden Begriffe.

Oben haben wir voreilig vom Umfang auf den Wachsverbrauch geschlossen und eine Rang-
ordnung von gleichseitigem Dreieck, Quadrat und regelméfBigem Sechseck hergestellt. Aber
eigentlich geht es gar nicht um den Umfang sondern um den Wachsverbrauch. Dass Umfang
und Wachverbrauch proportional sind, sagt uns das Bauchgefiihl. Wir vergewissern uns des
Zusammenhangs: Bei Vernachldssigung des Zellbodens und gleichem Querschnitt iiber die
gesamte Liange der Zelle wird dieser Zusammenhang wohl gelten. Aber halt: Die Zellwénde
werden ja von benachbarten Zellen geteilt, nur einige Zellwidnde am Rande der Wabe nicht.
Wir vernachldssigen diese Zellwdnde der Randzellen. (Unter welchen Bedingungen diirfen
wir das tun?) Jetzt gilt, dass jede Wand von zwei Zellen geteilt wird. Wenn wir jeder Zelle die
Halfte des Wachsverbrauchs der Zellwiande zuordnen, dann ist dieser Wachsverbrauch je Zel-
le in der Tat proportional zum Umfang der Zelle. Wir haben mit unserer etwas voreiligen An-
nahme also durchaus richtig gelegen. Aber jetzt kennen wir einige die implizit getroffenen
Annahmen.

Das Ziel quantifizieren
Bei der Bilanzierung der Wachsersparnis durch das Kippen der Bodenrauten ist besondere

Vorsicht geboten. Wir wollen das Ziel in quantitative Begriffe fassen. Wir beherzigen also die
zweite Regel des Puzzle-based Learning: Verlasse dich nicht auf dein Bauchgefuhl. Rechne!

Zuerst einmal setzen wir fiir unsere Rechnung voraus, dass Zellboden und Zellwand gleich
dick sind. Fliche und Wachsverbrauch wollen wir demgemal als zueinander proportional
ansehen. Deshalb kénnen wir uns auf eine Bilanzierung der Begrenzungsfldchen beschrénken.

In der Ausgangslage liegen alle Rauten in einer Ebene. Die groflere der Diagonalen bezeich-
nen wir mit d;, die kleinere mit d, und die Seitenldnge des Sechsecks mit a. Die Werte der
Diagonalen der Raute sind d, = a\/g und d, = a, wie sich leicht nachrechnen ldsst. Die grof3e-

re der Diagonalen behilt beim Kippen der Raute ihren Wert, da sie ja die Drehachse bildet.
Die andere Diagonale dndert ihren Wert.
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Teilwand

Als KippmaR nehmen wir die von der Seite

Hohe h, das ist der grofite Ab-
stand der Raute von der ur-

) . d=d(h) A e e eecc e
spriinglichen Trennebene. Mit d / ®h
bezeichnen wir den Wert der S e L L LT LR
kleineren Rautendiagonale. Sie Gekippte Raute /
von vorn gesehen

ist vom KippmalB h abhéngig: d
= d(h). Es ist d(0)=d,=a. Die
nebenstehenden Normalprojekti-
onen veranschaulichen diese
Festlegungen.

Hintere Zelle
von unten

Vordere Zelle |
von oben :

Die rechte Zelle, die nach hinten
offene, ist rotbraun umrandet.
Hellblau dargestellt ist die nach
vorne offene Zelle. Die den bei-
den Zellen gemeinsame Grundfldche ist die grau ausgefiillte Raute.

Bei der Bilanzierung der Flidchen droht eine Gefahr. Wer sich allein auf die Intuition verlésst,
lauft Gefahr, in eine Denkfalle zu geraten: Zu jeder Raute gehdren vier Teilwédnde. Also muss
man die Flachenersparnis bei jeder Teilwand mit dem Faktor vier gewichten, oder? Vorsicht!
An jeder Teilwand sind zwei Rauten beteiligt. Es empfiehlt sich also, liber die Gewichtung
von Rauten und Teilwandfldchen genauer nachzudenken.

Wir konzentrieren uns zunichst auf die obere Wabe, auf die mit den weillen
Winden. Der braunrot umrandete Ausschnitt erfasst genau drei Teilwidnde und
drei Bodenrauten. Mit diesen Ausschnitten ldsst sich die Ebene pflastern und
nichts wird dabei doppelt gezdhlt. Also kommt auf jede Raute genau eine
Teilwand der oberen Wabe. Die untere Wabe hat etwa genau so viele Zellen
und Teilwdnde wie die obere Wabe. Also kommen auf jede Raute insgesamt K
zwei Teilwinde.

Mit F" bezeichnen wir die Fliche, um die sich eine Raute beim Kippen vergroBert, und mit F~
die Fliche, die gleichzeitig bei einer der Teilwidnde wegfillt. Bei der Bilanzierung miissen wir
eine Flachenersparnis von 2xF~ gegen die zusitzliche Fliche F" aufrechnen.

Die Aufgabe besteht nun darin, diese Flachenbilanz in Abhdngigkeit von der Einflussgréf3e h
zu bestimmen und nach dem Wert fiir h zu suchen, fiir den sich die geringste Gesamtwandfla-
che ergibt.

Das Modell vervollstandigen

Wir bedenken die dritte Regel des Puzzle-based Lear-
ning: Formuliere ein Modell. Erst dadurch werden
Rechnungen und Schlussfolgerungen bedeutungsvoll.

Das hier gewdhlte mathematische Modell geht von einer
Bodenraute aus, die um das MaB3 h gekippt ist. Dazu ge-
hort die kleine Diagonale d = d(h). Nun wird das KippmaBl um ein kleines Stiick Ah vergro-
Bert: h + Ah. Dabei vergroBert sich die kleine Diagonale ebenfalls um ein kleines Stiick
d(h+ Ah)=d + Ad.

Die Abhédngigkeit der kleinen Rautendiagonale vom Kippmal} ergibt sich aus zweimaliger
Anwendung des Satzes des Pythagoras:

a’+(2hY?=d*
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a’ + (2h + 2Ah)? = (d + Ad)
Unter Vernachldssigung der Produkte kleiner GroBen ergibt sich daraus

4h
Jai+(2hy?

Aus diesen kleinen Verdnderung ergeben sich diese Flichendifferenzen

:Ah-a

Ad = Ah

AF~ und

AR Aded 2h-a3

2 Jai+(2hy?

Da auf jede Raute zwei Teilwdnde kommen, ist also die Fldchenersparnis 2AF gegen die Zu-
satzfliche AF" aufzurechnen. Die gesamte Flichenersparnis ist demnach gleich

2h/3
Jal+@hy |

2AF " —AF” :Ah-a-[l—

Das Modell optimieren

Der Klammerausdruck ist eine monoton fallende Funktion von h. Anfangs (fiir h = 0) hat der
Klammerausdruck den positiven Wert 1 und es ergibt sich bei kleinen Zuwéachsen Ah eine
Ersparnis. Fiir groe h wird der Klammerausdruck negativ und der Trend kehrt sich um. (Fiir
einen elementaren Nachweis der Monotonie dividiert man zunichst Zahler und Nenner des
Bruches durch h. Dann kommt h nur noch an einer Stelle vor und die Monotonie des Gesamt-
ausdrucks ergibt sich aus der Tatsache, dass die auf h wirkenden geschachtelten Funktionen
allesamt monoton sind.)

Der Optimalwert ist dann erreicht, wenn der Klammerausdruck gleich null ist. Das optimale

Kippmal} ist gegeben durch h= % Die kleine Rautendiagonale ist dann gleich
d(h)=+a*+(2h)* = a\/g . Das Verhiltnis der groBen Rautendiagonale zu kleinen ist folg-

lich gleich %:%: V2. Das Verhiltnis der Rautendiagonalen hat sich durch das
a

Kippen vom Faktor /3 auf den Faktor /2 verringert.

Ergebnis: Konstruktion eines Papiermodells

Fiir ein Papiermodell der Bienenwabe ldsst sich nun leicht die BemaBung erstellen. Die Mal3e
sind in eine Abwicklung der Bienenwabe eingezeichnet: Die Seitenlinge a des Sechseck-
grundrisses, das Kippmal} h und der Abstand b der Rautenseiten voneinander. (Achtung: Die
Zeichnung ist nicht maf3stabsgetreu.)

Die mehrfache Anwendung des Satzes von Pythagoras zeigt, dass b = a ist. Fiir die Konstruk-

tion des Papiermodells gentigen also zwei Maf3e: @ und h= % Der Rest lésst sich durch

Abtragen rechter Winkel, Parallelverschiebungen und das Ubertragen der Rautenseiten mit-
tels Zirkel erledigen.
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