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Einfiuhrung

Das Buch ,,The Black Swan. The impact of the highly improbable* von Nassim Nicholas Ta-
leb strotzt vor Ubertreibungen. Das reizt zum Lesen. Aber man sollte auf der Hut sein. Auch
der Aufsatz ,,Globalisierung. Ausgleich oder Untergang® von Radermacher ist interessant.
Aber auch hier sollte man immer im Sinn haben, dass eine komplexe Realitdt durch mathema-
tische Modelle nur unzureichend abgebildet wird. In beiden Werken geht es um die Anwen-
dung der Chaostheorie und der Fraktale auf ziemlich schwer fassbare Phdnomene. Die Auf-
satzreihe ,,.Der Kult um das Chaos® von Peter Briigge hilft, eine kritische Distanz zu den vor-
gebrachten ,,Theorien* zu halten. In meinem Kurzbericht geht es vor allem um eine schliissi-
ge Darstellung der mathematischen Zusammenhénge.

Lorenzkurven

Definition der Lorenzkurve
Ich stelle mir die Gesamtbevolkerung der Grofle N nach wachsendem Einkommen durchnum-
meriert vor. Der mit der Nummer 1 ist der Armste und der mit der Nummer N der Reichste.

Mit f{n) bezeichne ich das Gesamteinkommen der n Armsten der Gesamtbevdlkerung, das
sind die Leute mit den Nummern 1, 2, ..., n. Die Variable n durchlauft Werte von 0 bis NV und
die Funktion f{(n) steigt mit » ausgehend vom Wert 0 monoton an bis zum Gesamtwert der
Einkommens der Bevolkerung f(N).

Nun gehen wir {iber ins Kontinuierliche: Mit x bezeichnen wir den relativen Anteil der n
Armsten an der Gesamtbevdlkerung

X=—.

N

Aus der diskreten Funktion f machen wir jetzt die kontinuierliche Funktion F, indem wir

F(x) = AN)AN) = fin) AN) (0)



setzen.

Der Graph der Funktion F(x) heiit Lorenz-Kurve. F(x) ist der Anteil am Gesamteinkommen
der Bevolkerung, den die (anteilig) x Armsten haben. Dementsprechend ist 1-F(x) derjenige
Anteil am Gesamteinkommen, der auf die (anteilig) 1-x Reichsten entfallt

Das Einkommen des (n+1)-ten Individuums ist gleich

(n+l) F( )
fone = fn =S40, o L0 Foxt &)~
N

F(x+Ax)— F(x)

Dabei habe ich Ax = 1/N gesetzt. Der Differenzenquotient darf hier durch

den Differenzialquotienten (die Ableitung) F'(x) ersetzt werden. Damit ist das Einkommen
des (n+1)-ten Individuums gleich

Fn+1)- fm>~“ ) F). (1)

Es gibt N-n Leute, die wenigstens so reich sind wie er. Diese besitzen ein Durchschnittsein-
kommen von

SIN)=f(n) _ f(N) 1=-F(x)
N-n N l1-x

2)

Als Equity-Faktor ¢ bezeichnet man das Verhéltnis, das sich ergibt, wenn man das Einkom-
men eines Individuums auf das Durchschnittseinkommen aller derjenigen bezieht, die wenigs-
tens so reich sind wie er. Also gilt

N—n I-x

5=(f(”+1)—f(”))'m=F'(x)'m- (3)

Fraktale Lorenzkurven

Der Equity-Faktor (etwa: Gerechtigkeits- oder Fairness-Faktor) ist im Allgemeinen von x
abhingig. Um zu einem einfachen MaB fiir die Verteilung der Einkommen einer Population
zu kommen, setzt F. J. Radermacher diesen Faktor als von x unabhidngig an. Diese Tatsache
bezeichnet er in seinem Aufsatz ,,Globalisierung® (Informatik-Spektrum vom 16.12.2002) als
Selbstihnlichkeit: Der Armste eine Population hat ein Einkommen von einem Bruchteil ¢ des
Durchschnittseinkommens. Lisst man eine Schicht der Geringverdiener weg, dann hat der
Armste unter den Verbleibenden ein Einkommen, das wiederum den Bruchteil ¢ des Durch-
schnitts dieser Population ausmacht.

Selbstdhnlichkeit ist eine Vokabel aus der (inzwischen etwas aus der Mode gekommenen) Chaostheorie
und deren Teilgebiet, der fraktalen Geometrie: Jeder Ausschnitt einer selbstéhnlichen Figur dhnelt bei ent-
sprechender VergroBerung dem Gesamtobjekt. Beispiel: Kiistenlinien. Im vorliegenden Fall geht es ein-
fach darum, Ausschnitte aus der Bevolkerung zu betrachten, die dadurch definiert sind, dass die Leute ein
bestimmtes Mindesteinkommen haben. Egal wie hoch ich die Grenze des Mindesteinkommens lege: Im-
mer wieder hat der Armste der Gruppe ein Einkommen, das ein Bruchteil £ des Durchschnittseinkommens
dieser Gruppe ist. Wie oben bereits erwédhnt, ist das eine Festlegung, die moglicherweise — und genau das
behauptet Radermacher — empirisch begriindbar ist.

Die Formel fiir ¢ ist unter der Annahme der Selbstdhnlichkeit (also der Konstanz von &) eine
Differenzialgleichung fiir die Lorenzkurve F. Wir formulieren diese Gleichung so um, dass
sich die linke und die rechte Seite der Gleichung einfach integrieren lassen:



& _ F'(x)

l-x 1-F(x)’ @

Integrieren iiber die linke und die rechte Seite ergibt ¢ - In(1-x) = In(1-F(x)). Auflésung nach
F liefert die vom Parameter ¢ abhidngige Formel fiir die Lorenzkurve (Kurvenschar):

F(x)=1-(1-x)% (5)

Offensichtlich liegen die Werte der Equity-Faktoren im Intervall (0, 1]. Fiir sehr kleine ¢ ist
die Ungleichverteilung der Einkommen am groBten und fiir = 1 verdienen alle dasselbe'.

Die Formel gerit etwas kompakter, wenn man anstelle von den Armsten einer Bevolkerung
von den Reichsten ausgeht. Wenn wir die Bevolkerung nach dem Einkommen so auf zwei
Teile aufteilen, dass die Armeren den Anteil x ausmachen, dann ist der Anteil der Reicheren
gleich v =1-x. Diese Top v haben am Gesamteinkommen den Anteil w = 1-F(x). Die Grof3e
des Anteils w =1-F(x) der Top v ist folglich gleich.

w=v%. (6)

Das ist die Formel, die der Tabelle 3 auf Seite 265 des Buches von Taleb zugrunde liegt. Ta-
leb nennt die auf der Selbstihnlichkeit basierenden Kurven fraktal. Dem Sparchgebrauch
schlieBe ich mich an.

Im Aufsatz ,,A Computational Concept for Normative Equity* beschreiben Kdmpke, Pestel
und Radermacher (2003) wie sie die fraktalen Lorenzkurven an tatsdchliche Daten der Ein-
kommensverteilung einer Bevolkerung anpassen. Und sie machen auch klar, dass diese An-
passung kein zwingender Prozess mit eindeutigem Ergebnisse ist: Je nach Anpassungsverfah-
ren ergeben sich fiir dieselben Daten im Allgemeinen verschiedene Equity-Faktoren und da-
mit auch verschiedene Lorenzkurven.

! Der ehemalige Bundeskanzler Gerhard Schroder hat mit der Agenda 2010 offenbar in Kauf genommen, dass
der bundesrepublikanischen Equity-Faktor absinkt: Grofere Einkommensdifferenzen der Bevdlkerung bei
gleichzeitiger Stirkung der Wettbewerbsfahigkeit im internationalen Vergleich (,,Leistung muss sich lohnen®).
An diesem Beispiel wird deutlich, vor welchem prinzipiellen Dilemma die Wirtschaftspolitik steht. Es ist den
Armen schwer klarzumachen, dass sie sogar bei wachsender Ungleichheit Gewinner sein kdnnen.



Fraktale Lorenzkurven fur einige Lander

Dem Abschnitt folgen eine Tabelle der Equity-Faktoren einiger Lédnder und die Grafik der
zugehorigen Lorenzkurven (Auswahl). Die Daten fiir China, USA, Osterreich und Deutsch-
land sind aus dem Jahr 2007, die anderen sind élter (Quelle: Wikipedia, 25.02.2012, 8:04).
Die Schitzung des Equity-Faktors weltweit ist dem Informatik-Spektrum-Artikel von Rader-
macher (2002) entnommen.
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Lorenzkurve und Einkommensverteilung

Der Zusammenhang zwischen Lorenzkurve und Verteilungsfunktion

Das Gesamteinkommen der anteilig x Armsten der Population ist gleich fAN)-F(x) und das
Einkommen y des Grenzindividuums, also desjenigen Individuums, das unter den 1-x reiche-
ren das geringste Einkommen hat, ist geméf Gleichung (1) gleich

y=a-F'(x). (7
In dieser Formel bezeichnet a das iiber die Gesamtpopulation gemittelte Einkommen:
S
N

Die Formel (7) ldsst sich auch im Sinne einer Wahrscheinlichkeitsaussage lesen: x ist die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, dass das Einkommen eines beliebig aus der Population herausge-
griffenen Individuums kleiner als y ist.

Sei F"'die Umkehrfunktion von F": F"'(F'(x)) = x fiir x e [0, 1]. Damit lsst sich Gleichung
(7) in die Gestalt x = F =1 (Z) bringen. Die durch
a

aw=F“%§=x ®)

definierte Funktion G ist offensichtlich die Verteilungsfunktion des Einkommens. Uber Glei-
chung (8) ldsst sich die Verteilungsfunktion G aus der Lorenzkurve F bestimmen. Wenn nun
die Verteilungsfunktion des Einkommens gegeben ist, dann erhélt man daraus die Lorenzkur-
ve folgendermaBen: Mit der Umkehrfunktion G zur Verteilungsfunktion G wird Gleichung
(8) zu y = G™'(x). Der Vergleich mit (7) zeigt, dass

Flo=16"1(x).
a
Sei H(x) das Integral iiber G(x):

H(x)= fG—l(x)dx.
0

Dann ergibt sich die Lorenzkurve zu F(x) = Hx) . Wegen F(1) =1 ist a = H(1). Wir erhal-
a

ten schlieB3lich:

fG‘l (x)dx
Fry=20 _0 ©)
HY) L
[67 ()
0

Die folgenden Grafiken zeigen beispielhaft die Verteilungsfunktionen und Lorenzkurven fiir
normalverteilte Einkommen einerseits und fiir eine fraktal Einkommensverteilung anderer-
seits. Zur Veranschaulichung des Integrals liber der Umkehrfunktion: Der Flacheninhalt der



markierten (nahezu dreieckformige) Figur der linken Grafik entspricht dem Wert des Integrals

X
jG_l (x)dx fiir den Fall der Normalverteilung.
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Die fraktale Verteilungsfunktion

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang zwischen der Lorenzkurve und den Relationen
in Kapitel 16 ,,The Aesthetics of randomness* des Buches von Taleb hergestellt (S. 262 ff.).
Ich bleibe beim Beispiel der Einkommensverteilung. Taleb iibertrdgt das Modell auf viele
andere Bereiche: Worthdufigkeiten, Buchverkdufe, Erdbeben, Einwohnerzahlen, ...

Taleb fragt nach dem Anteil von Individuen (Personen) an der Gesamtheit (Bevolkerung),
deren Wert (Einkommen) mindestens gleich einem bestimmten Grenzwert y ist. Bei gegebe-

ner Lorenzkurve F(x) = 1— (1 - x)¢ erhalten wir die Antwort mithilfe der zugehdrigen Vertei-

lungsfunktion (8)
L a
l-¢
G(y)=F"' =1 _(ﬁj ~1 _(ﬁj
a y y
Wobei der Exponent a und der Equity-Faktor ¢ folgendermaflen voneinander abhéngen:
a= bzw. ¢ =1- 1 .
l-¢ a

Die Armutsgrenze fiir eine Volkswirtschaft wird von der Europdischen Union auf ¢ = 1/2 fest-
gelegt. Dazu gehdrt ein Exponent von o = 2.

Der Wert x = G(y) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein beliebig aus der Population he-
rausgegriffenes Individuum eine Einkommen hat, das geringer als y ist. Die Wahrscheinlich-

keit dafiir, dass das Einkommen wenigstens gleich y ist, muss dann gleich 1 —x = [a_gj sein.
y

Das ist die Antwort auf Talebs Frage.

Nehmen wir als Zahlenbeispiel in etwa die Verhéltnisse der Bundesrepublik Deutschland mit
einem Equity-Faktor von ¢ = 60%. Wir gehen von einem durchschnittlichen Haushaltsein-
kommen von a = 35 000 € pro Jahr aus. Wir fragen nach der Zahl der Einkommensmillionédre



und setzten y = 196 €. Daraus ergibt sich der Wert 1-x =0.0000639. Unter den etwa 40 Mio.
Haushalten gehoren also ca. 2 500 zu den Einkommensmilliondren. (Die amtlichen Zahlen
lassen darauf schlieen, dass einer unter 5000 Bundesbiirgern Einkommensmillionér ist. Das
entsprache sogar etwa 8 000 Haushaltungen mit einem Millioneneinkommen.)

Welcher Populationsanteil hat weniger als das Durchschnittseinkommen?

Der Populationsanteil x, dessen Individuen weniger als das Durchschnittseinkommen a haben,
ergibt sich aus Gleichung (8), wenn man dort y = a setzt:

x=r"lq).

Im Falle der fraktalen (selbstdhnlichen) Einkommensverteilung erhalten wir die folgenden
Zusammenhinge: Einsetzen der Gleichung (5) liefert F'(x) = ¢/(1- x)l_g =1 bzw.
x=1-g"0-9)

Daraus folgt: x ist der Bevolkerungsbruchteil, dessen Einkommen hochstens gleich dem Ge-
samtdurchschnittseinkommen ist. Das Gesamteinkommen der Bevolkerungsschicht, deren
Einkommen unter dem Durchschnittseinkommen a liegt, ist gleich

Fx)=1-(1-x)% =1-£°/0-9)
Fraktale Verteilung kontra Normalverteilung
Die fraktale Verteilung
Aus (5) erhalten wir

F'(x)=e/(1-x)!"¢
und daraus die Umkehrfunktion

F'_l(z) = 1—(5) fiir z € [¢, o).

z

Gleichung (8) liefert die Verteilungsfunktion des Einkommens:

G(y) = 1—(5;“J fiir z e [ea, ©).
y

Die Verteilungsdichte des Einkommens y ist demnach gleich

a-(-a)®
a+l

y

gly)= fiir z € [ea, ). (10)

Unterhalb des Wertes ea sind die Verteilungsfunktion und die Verteilungsdichte gleich 0.

Die Verteilungsdichte der Einkommen einer Volkswirtschaft mit fraktaler Verteilung ist also
Proportional zu 1//”, mit einer Zahl > 2.

Nehmen wir einmal zwei beliebig herausgegriffene Individuen, deren Einkommen y;, und y»
zusammen den Wert z ergibt: z = y; + y,. Wir halten z konstant und fragen, welcher Wert fiir
y1 am wahrscheinlichsten ist. (Der Wert fiir das wahrscheinlichste y, ergibt sich dann aus der
Formel y, =z - y;.)



Die Wahrscheinlichkeit ist proportional zu (1/y*): (1/v/") = 1/(y1:(z-1))’. Da y; und y, nicht
kleiner als ea werden kénnen, muss y; im Intervall [ea, z - ea] liegen. Die Maxima werden an
den Rindern des Intervalls angenommen. Das heif3t:

Bei fraktaler Einkommensverteilung und bei gegebener Summe zweier Einkommen ist
es am wahrscheinlichsten, dass das eine der Einkommen minimal und das andere ma-
ximal ist.

Dieser Fall wird im Black Swan von Taleb auf Seite 235 angesprochen.

Die Normalverteilung

Wire die Einkommen normalverteilt mit irgendeinem beliebigen Mittelwert ¢ und einer be-
liebigen Standardabweichung o, hitte sich auf jeden Fall als wahrscheinlichster Fall ergeben,
dass beide ein gleich grofles Einkommen in der Intervallmitte besitzen: y,= y,= z/2. Die frak-
tale Verteilung herrscht — so Taleb — in Extremistan und die Normalverteilung in Medioc-
ristan.

Der Gini-Index

Sei 4 die Flache unterhalb der Kurve F(x) = x bis hin zur x-Achse. Das ist die maximal er-
reichbare Flachengrofle. Sie wird nur bei vollstindig gleicher Verteilung der Einkommen er-
reicht und hat den Wert 1/2. Sei nun B die Fliache unterhalb der Lorenzkurve F(x), die eine
nicht so ideale Einkommensverteilung beschreibt. Das Verhéltnis (4-B)/A o
kann als MaB fiir die ungleiche Verteilung der Einkommen gelten und wird T
Gini-Index genannt. Ich benenne den Gini-Index mit y und setze

y = (A-B)/A.

Der Gini-Index ist nicht nur fiir fraktale Verteilungen definiert. Fiir den Fall
der fraktalen Verteilung ergibt sich ein einfacher Zusammenhang zwischen dem Gini-Index
und dem Equity-Faktor &:

Der Gini-Index bietet eine einfache Methode zur Anpassung der fraktalen Lorenzkurve an
gegebene Daten: Man ermittelt aus den Daten den Gini-Index und daraus iiber die obige For-
mel den Equity-Faktor der fraktalen Lorenzkurve. Diese Methode wird von Radermacher und
seinen Mitstreitern nicht empfohlen. Sie bevorzugen die Methode der Regression. Klar ist,
dass in der Methodenwabhl ein gutes Stiick Willkiir steckt.
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