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Das simpsonsche Paradoxon am Beispiel

Zwei Medikamente, wir wollen sie mit X und Y bezeichnen, sollen in einem Experiment hin-
sichtlich ihrer Wirksamkeit verglichen werden. Die Gesamtpopulation der Versuchspersonen
wird aufgeteilt in einen Teil, der das Medikament X verabreicht bekommt. Der andere Teil
der Population bekommt das Medikament Y. Weiterhin werden die Ergebnisse flir Manner
und Frauen separat erfasst. Die Tabelle 1 fasst die Zahldaten dieses fiktiven Experiments zu-
sammen (Havil, 2009, Tabellen 2.5 und 2.6).

Tabelle 1 Vergleich zweier Medikamente hinsichtlich Wirksamkeit

Méanner Frauen
Wirksam | Gesamt | Wirksam | Gesamt
X 40 200 85 100
Y 30 200 300 400

Wir haben es also mit einer Gesamtpopulation zu tun, die auf dreierlei Weisen in zwei Teil-
mengen zerlegt wird. Seien A, B und C Teilmengen der Gesamtpopulation und -A, -B und -C
die jeweiligen Komplementarmengen. Diese Teilmengen sind Ereignisse im Sinne der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung. Es ist bequem, sich diese Ereignisse als Aussagevariablen zu den-
ken. (Genau genommen sind es Préadikate fur die Subjekte der Population.) Ein Ereignis ist
dann die Mengen all jener Subjekte, fir die die entsprechende Aussage wahr ist.

A st die Effektvariable. Sie bezeichnet die Tatsache, dass der untersuchte Effekt eintritt. In
unserem Beispiel steht A also fiir die Gultigkeit der Aussage ,,Das Medikament ist wirk-
sam“ bzw. fir die Teilmenge all jener Testpersonen, fir die diese Aussage richtig ist. Mit
-A wird die Negation bezeichnet und auch die Teilmenge der Testpersonen, bei denen sich
keine Medikamentenwirksamkeit hat feststellen lassen.

B st die Zielvariable. Sie bewirkt eine Unterteilung der Gesamtpopulation im Hinblick auf
den Untersuchungsgegenstand. In unserem Beispiel wird diese Unterteilung vorgenom-
men nach dem verabreichten Medikament. Die Variable B zeichnet die Personen aus, die
das Medikament X verabreicht bekommen haben. Die Negation -B steht fiir die Personen
mit dem Medikament Y.

C bezeichnet eine Einflussvariable. Im Einfuhrungsbeispiel bewirkt sie die Unterscheidung
nach Mann und Frau: Fir Manner gilt C und fur Frauen -C.

Wenn wir anstelle der Zahlen in Tabelle 1 Kleinbuchstaben als Variablenbezeichner einfih-
ren, kommen wir zum Schema der Tabelle 2. Man beachte, dass in der zweiten und der vier-
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ten Spalte der Tabelle Summen stehen! Beispielsweise ist b gleich der Anzahl aller Personen,
flr die B und C wahr ist, egal ob A oder -A gilt.

Tabelle 2 Tabellenschema
C -C
A A

Bla|blelf
-Blc|d]g]|h

Die Medikamentenwirksamkeit lasst sich nun recht bersichtlich mit bedingten Wahrschein-
lichkeiten darstellen.

Das Medikament X wirkt bei M&nnern mit der Wahrscheinlichkeit P(A|BC) = a/b = 20%.
Das Medikament Y wirkt bei M&nnern mit der Wahrscheinlichkeit P(A|-BC) = c¢/d = 15%.
Das Medikament X wirkt bei Frauen mit der Wahrscheinlichkeit P(A|B-C) = e/f = 85%.
Das Medikament Y wirkt bei Frauen mit der Wahrscheinlichkeit P(A|-B-C) = g/h = 75%.

Also: Das Medikament X ist dem Medikament Y sowohl bei den Mannern als auch bei den
Frauen hinsichtlich der Wirksamkeit Gberlegen.

Wird nicht nach Mannern und Frauen differenziert, dann ergibt sich fur die Wirksamkeit des
Medikaments X die Wahrscheinlichkeit P(A|B) = (a+e)/(b+f) = 42% und fur die Wirksamkeit
des Medikaments Y der Wert P(A|-B) = (c+g)/(d+h) = 55%. Bei Zusammenfassung der Z&hl-
daten fur Frauen und Mé&nner kommen wir also zu einem Urteil, das dem aus der Detailbe-
trachtung widerspricht: Das Medikament Y scheint dem Medikament X (iberlegen zu sein.

Wir wollen nun offen legen, wie derartige Aggregierungsfehler zustande kommen. Wir bege-
hen dabei verschiedene Pfade der Problemreprésentation: Wahrscheinlichkeitsrechung, Bal-
kendiagramm und Vektordiagramm. Jede dieser Représentationen hat VVor- und Nachteile, je
nach Datenlage. Der Mechanismus ist in allen Féllen natlrlich derselbe. Wir beginnen mit
elementarer Wahrscheinlichkeitsrechnung. Wer einen anderen Einstieg bevorzugt, lasst die-
sen Abschnitt einfach aus.

Im Tabellenkalkulationsblatt Simpson.xls sind fiir die Beispiele dieser Studie und fiir noch ein
paar weitere die verschiedenen Reprasentationsformen realisiert.

Das Paradoxon der bedingten Wahrscheinlichkeit

Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung liefert die folgenden Zusammenhdnge zwischen
den bedingten Wahrscheinlichkeiten (Székely, 1990, S. 63 ff.):

P(A|B) = P(A|BC)-P(C|B)+P(A|B-C)-P(-C|B)
P(A|-B) = P(A|-BC)-P(C|-B)+P(A|-B-C)-P(-C|-B)

Die Wahrscheinlichkeit P(A|B) entsteht als gewichtete Summe der Wahrscheinlichkeiten
P(A|BC) und P(A|B-C), das sind die vergleichsweise hoheren Werte flir Medikament X. Und
P(A|-B) ist die gewichteten Summe der vergleichsweise niedrigeren Werte P(A[-BC) und
P(A|-B-C) fur das Medikament Y. Die Umkehrung der Verhéltnisse kann sich nur aus den
Gewichtsfaktoren ergeben. Diese sind

P(C|B) = b/(b+f) = 2/3

P(-C|B) = f/(b+f) = 1/3

P(C|-B) = d/(d+h) = 1/3
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P(-C|-B) = h/(d+h) = 2/3

Jetzt wird die Sache klar: Die Frauen sind beim Medikament X unterreprasentiert und beim
Medikament Y (berreprésentiert. Da Frauen auf beide Medikamente deutlich besser als die
Méanner ansprechen, macht sich das zugunsten des Medikaments Y bemerkbar:

P(A|B) = 20% -2/3+85% -1/3 = 42%

P(A]-B) = 15% -1/3+75% -2/3 = 55%

Représentation mittels Balkendiagramm

In diesem und im nachsten Abschnitt geht es um grafische Darstellungen der Zahlenverhalt-
nisse aus dem ersten Abschnitt. Zunéchst wird die Tabellenreprasentation geringfiigig gean-
dert: Anstelle der Summen werden jetzt die Differenzen eingesetzt. Der Einfachheit halber
machen wir das gleich mit den Zahlenwerten des einfihrenden Beispiels.

Tabelle 3 Tabelle fir Balkenreprésentation
C -C

A -A A -A

5 [ 85 S

K 30 300 [

Diese Tabelle lasst sich gut als Diagramm gestapelter Balken représentieren.

Simpsonsches Paradoxon - Balkenreprasentation
0 100 200 300 400 500 600 700
B mAC
O-AC
mA-C
B 0-A-C

Die braunen Felder reprasentieren C (Ménner) und die griinen -C (Frauen). Die dunklen Teile
sind die jeweiligen Anteile, fir die auch A (Wirksamkeit des Medikaments) gilt. Wir sehen:
Die relativen Anteile der dunklen Felder sind fur B (Medikament X) jeweils groRer als fur —B
(Medikament Y), wenn man die Sache separat fur die braunen und fur die griinen Felder sieht.
Fasst man je Zeile die braunen und die grinen Felder zusammen, nehmen die dunklen Teil-
felder im Fall -B einen grofReren Anteil ein als im Fall B. Der Aggregationsfehler aufgrund
der nicht ausbalancierten Gewichtung wird so augenfallig.

Reprasentation mittels Vektordiagramm

Die elegante Vektorreprésentation des simpsonschen Paradoxons habe ich im Buch von Havil
(2009) gefunden. Fur jede Teilpopulation BC, B-C, -BC, -B-C wird der untersuchte Effekt
durch einen Vektor dargestellt. Auf der x-Achse wird die PopulationsgroRe angetragen und
auf der y-Achse der Effekt.

In unserem Beispiel sind das zunéchst einmal die vier Vektoren V(BC) = (200, 40), V(B-C) =
(100, 85), V(-BC) = (200, 30) und V(-B-C) = (400, 300). Die Vektoren der aggregierten Gro-
Ren ergeben sich durch Vektoraddition: V(B) = V(BC) + V(B-C) = (300, 125) und V(-B) =
V(-BC) + V(-B-C) = (600, 330). Die Steigungen der Vektoren entsprechen den jeweiligen re-
lativen Effekten (Wirksamkeit).

Die dunkelblauen Vektoren gehdren zu B (Medikament X) und die magentafarbenen zu -B
(Medikament Y). Die Steigung des ersten blauen Vektors ist groRer als die des ersten magen-
tafarbenen. Dasselbe gilt fir den jeweils zweiten Vektor. Bei den Steigungen der Summen-
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vektoren kehren sich die Verhéltnisse um. Hier sieht man ganz genau, wie das zustande

kommt.

Simpsonsches Paradoxon - Vektorreprasentation
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Weitere Beispiele

Eine Reihe von Beispielen zum simpsonschen Paradoxon enthélt das Buch von Dubben und
Beck-Bornholdt (2005). Ich beschrédnke mich hier auf mein Xenophobie-Beispiel und auf den
wohl beriihmtesten Fall zum Thema, den ,,Berkeley Sex Bias“-Fall.

Xenophobie

Tabelle 4 enthdlt die Daten des
Xenophobie-Beispiels in der oben
vorgegebenen Standardform.

Hier empfiehlt sich die Vektorrep-
résentation, da sich die Anzahl
der Straftaten bezogen auf die
Bevolkerung kaum als Wahr-
scheinlichkeit ~ denken  lésst.
Denkbar ist ja, dass einzelne Sub-
jekte mehrere Straftaten vertben.

Tabelle 4 Daten des Xenophobie-Beispiels
Aschental Innenstadt
Straftaten/ Ein- Straftaten/ | Einwoh-
Jahr wohner Jahr ner
Auslander 50 5000 1 1000
Inlander 50 5000 9 9000

Simpsonsches Paradoxon - Vektorreprasentation
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Frauendiskriminierung

Eines der bekanntesten Beispiele fiir das simpsonsche Paradoxon geht auf eine Diskriminie-
rungsklage gegen die Universitat von Kalifornien in Berkeley zuriick. Es wurde darauf ver-
wiesen, dass im Herbst 1973 die Aufnahmequote fir Frauen im Schnitt niedriger lag als die
fir Manner. Aber bei genauerem Hinsehen entpuppte sich der Vorwurf als grundlos und es
stellte sich heraus, dass die Frauen bevorzugt solche Facher wéhlten, die geringe Aufnahme-
guoten hatten. Manner hingegen wahlten berwiegend die weniger Uberlaufenen Facher mit
hohen Aufnahmequoten. Tabelle 5 ist eine Zusammenstellung der entsprechenden Daten
(Wikipedia, Simpson’s Paradox, Zugriff am 11. Juli 2010).

Tabelle 5 Bewerbungs- und Aufnahmezahlen Berkeley 1973

High admission rates (C) Low admission rates (-C)
Admitted (A) Applicants Admitted (A) Applicants
Men (B) 864 1385 328 1205
Women (-B) 106 133 451 1702

Die folgende Grafik zeigt die zugehérige Vektorreprésentation.

Simpsonsches Paradoxon - Vektorreprasentation
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Die Wahrscheinlichkeitswerte sind in der Tabelle 6 wiedergegeben. Die hellen Felder sind
direkt aus den Haufigkeiten ermittelte Werte. Grau unterlegt sind die Daten fir die Gewichts-
faktoren und die sich damit ergebenden Werte aufgrund der Formeln fir bedingte Wahr-
scheinlichkeiten.

Tabelle 6 Wahrscheinlichkeitsinterpretation ,,Berkeley Sex Bias

P(ABC)=|62% | P(AB-C)=|27%| P(A|B)=]46.02%
P(A]-BC)=|79%| P(A|-B-C)=]|27%| P(A|-B)=]30.33%
P(C|B)=|53% P(-C|B)=|47% | P(A|B)=|46.02%
P(C|-B)=| 7% P(-C|-B)=|93% | P(A]-B)=30.33%

Was durch die Diskriminierungsklage und deren Aufarbeitung in Berkeley sichtbar wurde, ist
auch anderswo zu beobachten: Frauen studieren tendenziell am wirtschaftlichen Bedarf vor-
bei: Je hoher die Arbeitslosenquote eines Berufszweiges ist, desto mehr zieht er die Frauen an
— gegenlaufig zum Trend bei den Ménnern.
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Bei Deutschlands Frauen sind Germanistik und Sozialwesen besonders beliebt. Und diese
Facher bereiten auf Berufe mit besonders hohen Arbeitslosenguoten vor. Manner zieht es hin-
gegen vornehmlich zur Informatik, zu den Naturwissenschaften und zu den technischen Dis-
ziplinen. Dort sind die Aufnahmequoten gunstiger — und auch die spéteren Chancen auf eine
Beschaftigung.
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