Physik Fehlerbetrachtung

Praktikum der Physik

{

Einleitung

Aufgabe des physikalischen Praktikums ist es, dem Studierenden die Physik durch das
Experiment ndher zu bringen, ihn mit der Methode des Experimentierens vertraut zu machen
und ihn zur Kritik der Methode zu erziehen. Da im Praktikum fast ausschlieBlich
quantitative Versuche durchgefiihrt werden, ist die Frage nach der erreichten und erreichbaren
Genauigkeit wichtig.

Wegen der organisatorisch bedingten Entkopplung des Praktikums vom Gang der Vorlesung
ist es unumgénglich, daB sich die Teilnehmer vor jedem Versuch auch theoretisch vorbereiten.
Dazu sollten sie neben den , Anweisungen“ auch andere Einfilhrungen in die Physik
verwenden. Wihrend des Praktikums stehen den Teilnehmern die Assistenten des Praktikums
fiir die Erteilung von Auskiinften zur Verfiigung.

Zur Durchfithrung der Versuche benétigt man ein Protokollheft, einen Taschenrechner,
Bleistift, Lineal und normales Millimeterpapier. Nach Abschlul des Experiments soll
innerhalb einer Woche ein Protokoll abgegeben werden. Es sollte enthalten: Name, Datum,
Name des Assistenten, die Aufgabenstellung, Erlduterung der Methode, kurze Beschreibung
der Versuchsanordnung mit Skizze, eine iibersichtliche Zusammenstellung der Messungen,
Endresultat mit einer Fehlerangabe und eine Diskussion. Das Wesentliche ist, eine
Darstellung zu geben, die alles wichtige bringt, aber dabei so kurz wie méglich ist.

1. Messung und Genauigkeit

Man pflegt zu sagen: Eine Grofle messen heifit eine Zahl (Mallzahl) bestimmen, die angibt,
wieviel man eine konventionell festgelegte Einheit der gleichen Art in der bekannten Grof3e
enthalten ist. Dieser Satz bedarf aber einer Ergdnzung. Es gibt ndmlich keine ,,genauen
Instrumente und keine ,,exakten* Methoden in der Physik, sondern Instrumente und Methoden
erscheinen nur mitunter als exakt, wenn man sie so wenig kritisch betrachtet oder so geringe
Genauigkeitsanspriiche an sie stellt, daB3 ihre Fehler einem nicht auffallen. DaB3 heif3t, eine
Messung fiihrt nicht zu einer ganz eindeutigen Mafizahl, sondern zur Angabe eines Bereiches,
innerhalb dessen die Maf3zahl liegt.

Nach dem jeweiligen Genauigkeitsanspruch richtet es sich, welche Methode
zweckmiBigerweise zur Anwendung gebracht werden kann und wieviel Zeit zu ihrer
Durchfithrung benétigt wird. Die Dichte einer Fliissigkeit z.B. auf 1% genau zu bestimmen,
wird sich mit einem MeBzylinder und einer Briefwaage in etwa einer Minute ausfiihren lassen.
Auf 0,1% wird man sie mit einer Mohrschen Waage in einer Viertelstunde bestimmen
konnen. Eine Genauigkeit von 0,001 % wird man mit einem Pyknometer, einem Thermostaten
und einer guten Waage bei einem Zeitaufwand von einigen Stunden erreichen. Eine noch 100-
mal groflere Genauigkeit zu erzielen, wird selbst bei Einsatz grof3ter Mittel kaum durchfiihrbar
sein. Den Begriff ,,genau und ,,ungenau* gibt es daher nicht in einem absoluten Sinne,
sondern es gibt nur die Frage, was sich aus einem vorgegebenen Instrument und einer
bestimmten Methode in einer vorgegebenen Zeit von einem bestimmten Experimentator an
Genauigkeit herausholen 1d6t. Dariiber soll der Student im Praktikum Erfahrungen sammeln,
die er fiir die weitere Praxis braucht.
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2. Bedeutung der Wiederholung von Messungen

Eine erste Begrenzung der Genauigkeit stellt die Ableseunsicherheit der benutzten
Instrumente dar (Digitalinstrumente haben zwar keine Ableseunsicherheit, gleichwohl ist
spatestens das letzte Digit, selbst abgesehen von tatsdchlichen Schwankungen, unsicher).
Wenn man eine Lange mit einem in Millimeter eingeteilten Mallstab bestimmt, so wird man
dir Bruchteile eines Millimeters nur der Schédtzung nach ermitteln und daher angeben miissen,
daBB das Resultat um =£0,Imm unsicher ist. Aber nur bei einfachen Lingen- oder
Gewichtsmessungen ist der Ablesefehler der einzige, der beriicksichtigt werden mub.
Meistens wird man feststellen, dall bei Wiederholung der Messung innerhalb einer MefBreihe
Schwankungen auftreten, die groBBer sind als die Ableseungenauigkeit. Das Beobachten dieser
Schwankungen ist bei allen Experimenten sehr wichtig, denn es fiihrt dazu, gewisse
Fehlerquellen als vermeidbar zu erkennen und andere unter gegebenen Verhiltnissen als
unvermeidbar anzusprechen. Hier unten wird beschrieben, wie man aus den unvermeidbaren
Schwankungen die MefBgenauigkeit bestimmt. Das Wiederholen der Messungen unter
moglichst gleichen oder kontrolliert in einer Hinsicht verdnderten Bedingungen ist daher das
Grundprinzip jedes experimentellen Arbeitens.

3. Standardabweichung der Einzelmessung und Standardabweichung des Mittelwerts

Betrachten wir eine MeBreihe, wobei die gleiche physikalische Gréfe x unter moglichst
gleichen Bedingungen n-mal gemessen wird. Die gewonnenen n MelBwerte bezeichen wir als
X,,...X,,...x, . Jetzt unterteilen wir den Bereich der n gemessenen Werte in eine Reihe von

gleich groBen Intervallen der Breite ax und bestimmen die Anzahl n(x) der auf jedes Intervall
entfallenden Mefwerte.

Diese Haufigkeitsverteilung kann in einem Balkendiagramm dargestellt werden, das
Histogramm genannt wird. Figur 1 zeigt ein solches Beispiel, in dem insgesamt
n = 2n(x)=200Messungen der Variable x dargestellt sind. Die Intervallbreite ist Ax =1.

Man erkennt, dall die MeBwerte nicht gleichmiBig verteilt sind, sondern sich anhdufen. Fiir
die meisten kontinuierlich verdnderlichen MefBwerte nimmt man an, dal3 die Verteilung fiir
immer groflere n und immer kleinere Intervallbreite 4x die GauB3 -oder Normalverteilung
anstrebt. Diese Verteilung wird auch Glockenkurve genannt und wird charackterisiert durch
ihre Breite und ihren Schwerpunkt. Diese zwei Groflen enthalten also die im Experiment
vorhandene Information. Es ist leicht einzusehen, daB} fiir eine symmetrische Verteilung der
arithmetische Mittelwert

<x>=%ixi (1)

gleich dem Schwerpunkt ist. Ein vielbenutztes Mal3 fiir die Breite der Verteilung und damit
die Genauigkeit der FEinzelmessung ist die sogenannte Standardabweichung der
Einzelmessung o:

o= \/ﬁz(x ~(x)) 2

Fir n=1 (n—1=0) ist o undefiniert. Das bringt die Tatsache zum Ausdruck, da} man fiir
eine Fehlerabschdtzung mindestens zwei MefBwerte braucht.
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Figur 1: Histogramm und zugehdrige GauBBkurve

Fiir die ideale GauBlverteilung (n — o, Ax — 0) kann man beweisen, da3 68,3% der Flache
unterhalb der Kurve (und damit 68,3% der MeBwerte, schraffierter Bereich in Figurl) in dem
Intervall zwischen <x> + o und <x> — o liegen.

Anders ausgedriickt: Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein MeBwert in den Bereich von <x> +0
und <x> — o fallt, betrdgt 68,3%. Eine Eigenschaft von o ist, daB3 seine GroBe fiir steigendes n

mit immer kleineren Schwankungen einen konstanten Wert anstrebt. Fiir endliches # ist also o
selbst mit einer Unsicherheit behaftet aber immer noch brauchbar als Indikator der
MelBgenauigkeit. Als Faustregel kann man feststhalten, dal3 fiir nicht zu kleine n (n>5) zwei
Drittel der MeBwerte zwischen <x>+0'und <x>—aliegen und schon iiber 90% zwischen

<x> + 20 und <x> — 20 . Die MeBgenauigkeit der Einzelmessung wird theoretisch nicht besser

durch Wiederholung. Gliicklicherweise stimmt das nicht ganz; Experimentieren will gelernt
sein.

Weiter ist aus Fig.1 einsichtig, dafl der Fehler, mit dem der Mittelwert <x> behaftet ist, kleiner

sein wird als der Fehler der Einzelmessung o. Der Mittelwert wird ndmlich auch fiir endliche
n in oder nahe an dem Intervall der groBten Haufigkeit (Iangste Balken des Histogramms)
liegen. Mit Hilfe der spdter zu berechnenden Fehlerfortpflanzungsregeln kann man beweisen,
daB die Standardabweichung des Mittelwerts, m, ist:

m=—— 3)

n

Obwohl also die Genauigkeit der Einzelmessung o mehr oder weniger konstant ist, kann man
durch Wiederholung die Prézision des MeBresultats m verbessern. o ist ein statistisches Mal}

3
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fiir die Qualitdt der jeweiligen Kombination MeBaufstellung-Experimentator, m fiir den Fleil3
des Experimentators und fiir die erreichte Genauigkeit des Mefresultats.

Da m, der Fehler des Mittelwertes, proportional zu 1/ \Jn ist, kann man durch Wiederholung
der Messungen zundchst ziemlich rasch eine Steigerung der Genauigkeit erzielen, man kommt
aber bald an eine Grenze der Niitzlichkeit bei der bloBen Wiederholung. Fiir eine 3-fache
Genauigkeit ist eine 9-fache Anzahl von Messungen erforderlich, fiir eine 10-fache
Genauigkeit braucht man schon eine 100-fache Anzahl. Diese Methode zur Steigerung der
Genauigkeit lohnt sich bei automatisierten Messungen, z.B. bei Zéhlrohrmessungen in der
Kernphysik.

Es gibt aber eine ab und zu eintretende Situation, wo man die Genauigkeit auf einen Schlag
um einen Faktor n anstatt eines Faktors +/n verbessern kann. Dies ist immer dann der F all,
wenn anstatt # mal der einzelnen MeB3grofle x sofort die n-fache MeBigrofle 7 - x gemessen
werden kann. Der Mittelwert <x> ist dann <x> =n-x/n, aber der Fehler kann kleiner sein als

die Standardabweichung des Mittelwertes, berechnet aus » Messungen von x.

Messen wir z.B. die Zeit, die ein Pendel fiir 10 Schwingungen braucht, anstatt 10-mal die Zeit
einer einzelnen Schwingungsperiode 7. Da man eine 10-fache Zeitdauer mit dem gleichen
Absolutfehler wie eine 1-fache bestimmen kann, ist der Fehler in <T > =107 /10 zehn mal

kleiner als der Fehler in einer Einzelmessung von 7. Zehn mal 7 zu messen ist mehr
Aufwand, und der Fehler im Mittelwert wére nur um ein Faktor \/E = 3 kleiner.

Andere Fille: Eichung eines Okularmikrometers. Man vergleicht unter dem Mikroskop zwei
Skalen, eine bekannte und eine unbekannte.Verniinftiger Weise schétzt man nun nicht ab, mit
wieviel Skalenteilen ein einzelnes unbekanntes Skalenteil {ibereinstimmt, sondern vergleicht
moglichst weit auseinanderliegende Teilstriche. Bei Messungen im Kundt'schen Staubrohr
milt man nicht eine einzelne Wellenldnge sondern gleich mehrere.

Andere Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind die Binominalverteilung (fiir Kopf-oder-Zahl-
dhnliche Prozesse),Lorentzverteilungen (bei Resonanzphdnomenen) oder Poissonverteilungen
(fiir Vorgédnge mit sehr niedrigen Wahrscheinlichkeiten). Fiir alle kann man Abweichungen
vom Mittelwert bestimmen, oft auch Linienbreiten genannt.

4. Systematische und statistische Fehler von Messungen

Nun liegt es auf der Hand, den gewonnenen Mittelwert <x> unserer gesuchten MeBgrofle

gleichzustellen. Dabei muf3 aber ein Haken betrachtet werden: Es gibt systematische und
statistische Fehler.

Statistische Fehler sind Fehler die einen zu hohen MeBwert zur Folge haben, mal einen zu
niedrigen, den Mittelwert aber nicht beeinfluf3en.

Systematische Fehler sind Fehler, die immer einen entweder zu groBBen oder zu kleinen
MeBwert zur Folge haben und somit den Mittelwert verschieben.
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Die oben errechneten o und m beziehen sich nur auf statistische Fehler und enthalten keine
Information iiber die systematischen Fehler. Ursachen fiir systematische Fehler sind z.B.
schlechte Eichung einer Waage, falsch abgelesene Zeitbasiseinstellung eines Oszillographen,
nicht konsistenter Einsatz von Einheiten, verlaufende Nulleinstellung, usw.

Dabher sollte man zunichst immer etwas messen, was schon bekannt oder aus der Literatur zu
erfahren ist. Mit einer Mohr’'schen Waage bestimmt man z.B. zunichst die Dichte von
normalem Wasser. Wenn das Resultat nicht ungefahr auf 1 g/cm? ist, sollte man sich auf die
systematische Fehlersuche begeben. Ein Abbe-Refraktometer wird ebenfalls mit Hilfe einer
Messung an destilliertem Wasser geeicht. Bei dem Gebrauch einer Pirani-DruckmefBrohre
kann man diese durch Messung mit niedrigsten Druck und Atmosphirendruck kontrollieren
und justieren. Wenn zu einem MeBverfahren einmal keine Eichgrofe vorhanden ist, gibt die
Anwendung verschiedener MeBmethoden auf die gleiche MeBgrole moglicherweise
AufschluBB. Dies wird z.B. bei der Messung der Luftfeuchtigkeit (Versuch Hygrometrie)
praktiziert.

Manchmal sind systematische Fehler theoretisch oder empirisch so gut zu erfassen, daf} sie
als Korrektur des MeBresultats in die MeBmethode inkorporiert werden konnen. Zum
Beispiel 14Bt sich beim Versuch Pyrometrie (Temperaturmessung eines Korpers mit Hilfe des
Planck’schen Strahlungsgesetzes) die falsch abgelesene Temperatur eines glithenden
Palladiumblechs korrigieren, wenn man die Abweichung seines Verhaltens von dem eines
idealen Schwarzen Strahlers mit in Betracht zieht.

Die Ursachen von statistischen Fehlern sind unabzédhlbar: Mangelhafte Reproduzierbarkeit
wegen Lagerreibung, begrenzte Empfindlichkeit der MeBinstrumente (auch Augen und Ohren
sind als MeBinstrumente einsetzbar), Schwankungen der MeBgrofle selbst z.B. wegen
ungewollter aber unvermeidbarer Temperaturschwankungen, usw. Manchmal sind die
Grenzen der maximal erreichbaren Genauigkeit auch fundamentaler Art: Das
Auflosungsvermdgen eines Mikroskops z.B. wird beschriankt durch die Wellenldnge der
benutzten Wellen egal, ob es sich um ein optisches, akustisches oder Elektronenmikroskop
handelt.

5. Notation von Fehlern; absolute und relative Fehler

Die einfachste Methode, den Unsicherheitsbereich einer MelgroBBe anzugeben, ist, nur
diejenigen Stellen von ihr anzugeben, die bis auf die letzte definitiv sicher sind. Anders
ausgedriickt: Man schreibe nur die signifikanten Ziffern hin. So bedeutet eine Gewichtsangabe
von 5.4 g, daB3 die erste Nachkommastelle schon unsicher ist. Hitte man eine bessere Waage
benutzt, konnte man vielleicht 5.37 g hinschreiben.

Besser ist aber den Unsicherheitsbereich explizit anzugeben: 5.37 = 0.03 g. In diesem
Praktikum wird diese Schreibweise bevorzugt, wobei als Unsicherheitsbereich die
Standardabweichung des Mittelwerts angegeben wird.

Nehmen wir als Beispiel eine gemessene Léange /, fiir deren Mittelwert aus 17 Messungen sich
<L> =0.5682347mm ergibt mit einer Standardabweichung des Mittelwerts von

m = 0.0336874 mm.
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Da der Fehler aufgrund der endlichen Anzahl der Messungen selbst eine erhebliche
Unsicherheit besitzt, sollte man von ihm eine, hochstens zwei Ziffern angeben. Man darf also
nicht alle Nachkommastellen, die ein Taschenrechner so locker ausgibt, anstandslos
hinschreiben.

Fiir sehr kleine oder sehr grofle Zahlen empfiehlt es sich, die exponentielle Schreibweise zu
wihlen. So wird aus m = 0.0336874 mm, m=35-10"mm oder sogar m=4-10"mm, weil
Fehler immer grofBziigig aufgerundet werden (Faustregel: Dezimalen iiber 2 schon nach oben
runden). Dann kann man aufgrund dieses Fehlers die nicht-signifikanten Stellen des
MeBresultats abschneiden und auf- bzw. abrunden. Das gibt ein (L) von 0.57 mm. Mit

gleichem Exponent fiir Mittelwert und Fehler wird das Endresultat:
L=(Lytm=(57+4)-10" mm.

Auch noch vertretbar wire L =(568+35)-10°mm, aber mehr Ziffern wiirden nur

Genauigkeit vortduschen, die nicht erreicht ist.

Bis jetzt haben wir Fehler so aufgefiihrt, da3 MeBgroBe und Fehler die gleiche Einheit haben.
Man nennt das: Absolutfehler. Es gibt eine zweite Moglichkeit: Man kann den relativen
Fehler, d.h. den Fehler als Bruchteil des Mittelwerts, angeben:

L=(LY1+m/(L)).

Der Fehler wird damit dimensionslos. Den relativen Fehler gibt man meistens in % an, also

L=(Lytm/(L)-100%.
Fiir unser obiges Beispiel gibt das:
L=57-10°(1+4/57)mm=57-10%(1£0.07)mm oder L =57-10"mm=*7% .

Ansonsten gelten die gleichen Regeln: Nur signifikante Ziffern angeben (hochstens zwei fiir
den Fehler), Fehler grofziigig aufrunden., Mittelwert dem Fehler entsprechend abschneiden
und auf- bzw. abrunden. Der Informationsgehalt der Versionen ist gleich, welche man fiir
das Endresultat wéhlt ist Geschmackssache. Fiir die Fehlerfortpflanzug (siehe unten) braucht
man oft sowohl Absolut- als auch Relativfehler der Zwischenresultate.

Als Endresultat der Messung einer GroBe x gibt man also an: Mittelwert +
Standardabweichung des Mittelwerts, (x}im. Einheiten nicht vergessen! Fehler wahlweise

als relative Fehler: (x}im/ <x>-100%. Als MaB fiir die Genauigkeit gibt man die

Standardabweichung der Einzelmessung, o ,an.
6. Fehlerfortpflanzung

Physik wird erst interessant, wo sie Zusammenhinge zwischen verschiedenen Grof3en
aufklédrt. Deshalb tauchen bei allen Versuchen zusammengesetzte Groflen auf, die natiirlich
einen zusammengesetzten Fehler haben. Diesen Fehler zu finden ist Ziel der
Fehlerfortpflanzungsregeln. Dieses Ziel besteht aus zwei Schritten: Wir miissen herausfinden,
wie ein Fehler einer einzelnen MeBgroBBe sich als Fehler im Endresultat manifestiert, und
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zweitens miissen wir berechnen, wie diese Einzelfehler sich zum Gesamtfehler des
Endresultats zusammensetzen.

Dazu fassen wir das Endresultat als eine Funktion auf, die von mehreren Variablen, d.h. von
den EinzelmeBgréBen abhédngt. Mit Hilfe der Differentialrechnung kénnen wir beschreiben,
wie sich der Wert der Funktion #ndert, wenn kleine Anderungen (Fehler) der Variablen
vorliegen.

fsei eine Funktion mehrerer Variablen a,b,.... f = f(a,b,...). Eine Anderung von f als Folge
kleiner Anderungen einer Variablen kénnen wir ausdriicken durch partielle Differentiation:

Af =f(a+Aa,b,...)—f(a,b,...)=%Aa (4)

Hier ist Aa die Anderung der Variablen a, A’ f ist die Anderung in f als Folge der Anderung
in a. Analog fiir Variable b, usw. Terme hoherer Ordnung werden vernachldssigt, weil wir
nur kleine Anderungen der Variablen (Fehler) betrachten wollen. Die Rolle der A’s
iibernehmen nachher unsere o s und m'’s.

Wenn man sich in dieser Weise Kenntnis iiber die einzelnen Fehlereinfliisse A" f, A f, ...
verschafft hat, ergibt sich die Frage nach ihrem Zusammenwirken. Sicheres 148t sich dariiber
nicht sagen, weil man nicht weil3, ob sie im Einzelfalle positiv oder negativ sind. Man erhilt
den ,,Fehler im ungiinstigsten Falle*, wenn man alle Fehlereinfliisse mit positivem Vorzeichen
annimmt und addiert. Er ist also:

Af =| A 1+ A f]+...

Sind aber die MefigroBen a, b,... voneinander unabhingig (das wird meistens der Fall sein),
dann konnen Fehler sich, statistisch gesehen, gegenseitig teilweise autheben. In diesem Fall,
d.h. wenn die Messungen der einzelnen Variablen einander nicht beeinflussen, wendet man
das ,,Gauflsche Fehlerfortpflanzungsgesetz* an, das einen kleineren Wert gibt als der ,,Fehler
im ungiinstigsten Falle*.Es lautet:

AN = (XS ) +(Af)+.. (5)

Mit Hilfe dieser Formel kann man sehen, wie stark die Einzelfehler den Fehler des
Endresultats beeinflussen und welchen der einzelnen Messungen man besondere Sorgfalt
beipflichten mutf.

Ein Beispiel sei die Bestimmung der Dichte: Die Dichte p ist definiert als Quotient von
Masse M und Volumen V, p= M /V . Die Masse eines Korpers sei (350+1)g, d.h. der
relative Fehler ist (1/350)-100% = 0.3% . Das Volumen sei 55cm’ 1% . Da die Mesungen

von Masse und Volumen voneinander unabhingig sind, wenden wir das Gaufsche
Fehlerfortpflanzungsgesetz an. (Im nichsten Abschnitt wird erldutert, warum in diesem Falle
relative Fehler eingesetzt werden und nicht Absolutfehler). Der relative Fehler in p wird
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m,/ p=A1"+03"%=+/109% =1.005%.

Im Rahmen unserer Rundungsfehler sind das 1.1%. Das heif3t, der Fehler in p wird fast vollig

durch den Fehler im Volumen bestimmt. Es hat also iiberhaupt keinen Sinn, eine genauere
Waage zu benutzen, wenn nicht gleichzeitig die Volumenmessung entsprechend verbessert
wird.

Jetzt konnen wir auch angeben, wann wir eine GroBe als Variable oder als Konstante
betrachten wollen:

Eine GroBe konnen wir als Konstante behandeln, wenn ihre Ungenauigkeit so klein ist, daf3
sie auf Grund des Fehlerfortpflanzungsgesetzes vollig vernachlédssigbar gegeniiber Fehlern in
den anderen auftretenden GrofBen ist.

Nehmen wir als Beispiel die Bestimmung der Oberflichenspannung von Wasser aus der
Steighdhe in eine Kapillare: Die Oberflichenspannung  y ergibt sich  aus

y=1/4g-p-h-dN /m,wobei g die Erdbeschleunigung ist, pdie Dichte des Wassers, / die
Steighdhe in der Kapillare und d die lichte Weite der Kapillare. Die Erdbeschleunigung g wird
schon seit Jahrhunderten immer genauer gemessen und hat auf unserer geographischen Breite
auf Meereshohe einen Wert von g =9,80629 m/s*> mit einer Genauigkeit von 1ppm (parts
per million, also 10°). Da wir Steighdhe 4 und lichte Weite d ebenfalls auf 1% genau
bestimmen konnen, ist der Fehler in g fiir uns vollig vernachldssigbar. Wir kdnnen g also als
Konstante betrachten mit dem iiblichen Néherungswert g =981m/s”. Das Gleiche gilt in
diesem Falle fiir die Dichte des Wassers, p=100g/cm’. Es gibt natiirlich auch wirkliche

Konstanten wie die Zahlen 7 und e. Auch diese kann man in der Praxis meistens abrunden auf
zwel Dezimalen, 7 = 3.14und e= 2.72.

7. Praktische Spezialfille

In diesem Abschnitt beschreiben wir zwei Spezialfille, die zusammen mit der nachher zu
besprechenden Linearen Regression fiir dieses Praktikum ausreichen. Als ersten Spezialfall
betrachten wir eine Funktion f, die wir schreiben konnen als Summe von unabhéngigen
Variablen a,b, jeweils multipliziert mit einer Konstanten &, k, :

f(ab,. )=k +k,.. (6)
Es liegen jeweils n,,n,,...Messungen von a,b,.. vor, mit Fehlern o, ,0,,...und
% =k, % =k,,... . Nach Formel 4 wird der Fehler in fals Folge des Fehlers in a:

A'f =k, Aa; analog fir b: A f =k, Ab )
Auf diesen Fehler wenden wir das Gaullsche Fehlerfortpflanzungsgesetz an. Das ergibt die
Regeln Ia,b:
REGEL Ia

Der Absolutfehler in f =k a + k,b+... als Folge des Fehlers einer einzelnen Variablen, ist



Physik Fehlerbetrachtung

fiir die Standardabweichung der Einzelmessung o: o =k,0,, o) =k,0,, ...  (8a)

fiir die Standardabweichung des Mittelwerts m: my = k,m,, usw. (8b)
mit m, = o, /4/n, ,usw..

REGEL Ib

Die Gesamtfehler in f =k a + k,b+... werden:

o, =\(k,c,) +(ko,)+.. und m, =(k,m, )" +(k,m, ) +... 9)

Als zweiten Spezialfall betrachten wir Funktionen f, die von der Gestalt
f(ab,..)=k-a"-b".. (10)

sind. Hier ist £ wieder eine Konstante, und die Exponenten p, g, ... sind beliebige positive,
negative, ganze oder gebrochene Zahlen. Dann wird nach der Formel 4:

Af=k(p-a” b*..)Aa; Af=k(a” qgb""...)Ab,usw. (11)
Das wird iibersichtlicher, wenn man es als relative Anderung schreibt. Beide Seiten durch
f =ka” -b’... geteilt liefert ndmlich:

Af Aa Abf Ab
—Z =—p— bzw. =qg— UswW. 12
T’ p P Z I q b (12)

Um die Gesamtfehler zu bekommen, wendet man das Gaullsche Fehlerfortpflanzungsgesetz
auf die relativen Fehler an. So ergibt sich Regel II:

Regel Ila

Der relative Fehler f =k -a” -b’... als Folge eines Fehlers in einer Variable ist

fiir die relative Standardabweichung der Einzelmessung o :

b
o o, . 9, o,
— = s ——=q4— ;... ]361
YA YA (13a)
fiir die relative Standardabweichung des Mittelwerts m:
ma. mb
LopBe LoD (13b)

Regel IIb

Die relativen Gesamtfehler in f = k-a” -b?... werden damit:
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o ) c )\’ m m )\’ m )’
—L = L +( —”) +.. und L= ( : j +( —”j +... 14
T; \/(p aj 9 T; P 97 (14)

Natiirlich miissen direkte Abschitzungen zum gleichen Resultat filhren wie diese Regeln.
Z.B. ist der Fehler in der Flache eines Kreises 77> bei bekanntem Fehler o, im Radius r:

al\)
I
él

=

o
I+
Q
~
Il

. 7r(<r>2 i2-<r>+0',2,)=7z~<r>2(1+2-0'r /<r>+(0'r /<r>)2).

Da der relative Fehler o, /(r) meistens klein ist im Vergleich zu 1, kénnen wir (o, /(r))*

vernachldssigen gegeniiber 2o, /(r).

Resultat: Der relative Fehler in z* ist zweimal der relative Fehler in r. Regel Ila mit
f=ka", k=mn,a=r und p =2 gibt das gleiche Ergebnis.

Mit Zahlen: Man bestimmt den Radius » eines Kreises, » = 23+ 0.2 cm. Der relative Fehler in
ristdann 0.2 /23-100% = 1% . Die Flache ist

7(23)* em® £2% =1660 cm® +2%.
Zuriickgerechnet auf den Absolutfehler ergibt das
1660 cm® £2 /100-1660 cm’, oder 1660 cm” +34 cm” .

Das Vernachléssigen von (o, / <r> )? ist vollig berechtigt:
wenn o, /(r)=001(1%), dannist (o, /(r))* = 0.0001 (0.01%).
Beachte das Weglassen der nicht-signifikanten Ziffern !

Ein anderes Beispiel: Der Fehlerin 1/ 4 = A", wenn der Fehler im Mittelwert m, bekannt und
m, /() << list, wird:

1/ A=1/((A)tm,)=1/((A)1+tm, /(A)) =1/(A)-(1Fm, /(A)).

(Die letzte Umformung beruht auf dem mathematischen Trick, daB3 1/ (1+x)=1-x, wenn
|x|<<1.)

In Worten: Der relative Fehler in einem Wert ist gleich dem relativen Fehler des Kehrwerts.
Anwendung von Regel lamit /' =a”, a=Aund p = -1 gibt das gleiche Resultat.

Mit Zahlen: Kennt man die Wellenldnge A auf 3% genau, weill man den Kehrwert 1/ 4 auch
auf 3% genau. Dann ist auch der relative Fehler in 2z / A gleich 3%.
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Manchmal braucht man sowohl Regel I als auch Regel II zur Berechnung des Fehlers im
Endresultat. Fiir die Bestimmung der spezifischen Wérme C eines festen Korpers mit einem
Wasserkalorimeter z.B. gilt die Formel

M (T-T)
m (TM_T)

C=42 J/ gk .

Dabei ist m die Masse des Korpers, M die Masse des Wassers, 7, die Anfangstemperatur des
Korpers, 7, die Anfangstemperatur des Wassers und 7" die Mischungstemperatur, die sich

einstellt, wenn man den Kd&rper in das Kaloriemeterwasser eingetaucht hat. Aus Messungen
und Fehlern von 7, 7, und 7,, bestimmt man mit Hilfe von Regel I die Absolutfehler in

den Temperaturkoeffizienten (7-7, ) und (7, -T). Diese Fehler rechnet man anschlieend um
in relative Fehler und bestimmt dann den Gesamtfehler in C unter Anwendung von Regel II.

8. Lineare Regression

Bis jetzt sind wir davon ausgegangen, dal man die Bedingungen, unter denen man den
Versuch durchfiihrt, moglichst konstant hélt. Anders gesagt, man bestimmt das Endergebnis
fiir moglichst gleiche Werte der Variablen(z.B. 5 Messungen der Brechungsindices von
Wasser bei 33°C) und behandelt Abweichungen als Fehler, wie oben beschrieben.

Nun ist es aber oft interessant, funktionale Zusammenhédnge zwischen Endergebnis und
einzelnen MefBvariablen zu untersuchen. Meistens handelt es sich dabei um theoretische
Vorhersagen, es kann aber auch darum gehen festzustellen, ob das Endergebnis tiberhaupt von
der jeweiligen Variablen abhédngig ist (ist z.B. der Brechungsindex von Wasser
temperaturabhdngig?) Um Abhéngigkeiten eindeutig zuordnen zu konnen, &ndert man
zundchst nur eine Variable, die tibrigen hédlt man nach wie vor moglichst konstant. Sehr schon
kann man zeitliche Abldufe erfassen, indem man die Zeit als Variable nimmt. Der funktionale
Zusammenhang kann im Allgemeinen beliebiger Form sein. Da aber sowohl vom Auge als
auch rein rechnerisch, gerade Linien am besten zu erfassen sind, versucht man die Daten so
umzuformen, daB sich ein linearer Zusammenhang ergibt. Ein linearer Zusammenhang
zwischen einer Variable x und Mef3grée y(x) kann man schreiben als:

y(x)=a-x+p,
wobei « die Steigung ist und fder y-Achsenabschnitt.

Nehmen wir z.B. die Luminiszenz eines Rubins. Nach Bestrahlung mit weiflem Licht leuchtet
ein Rubin rot nach. Die Intensitét dieses roten Lichts klingt ab wie

I(t)=1(0)-e".
Dabei ist ¢ die Zeit, die vergangen ist seit dem Ende der Bestrahlung mit weilem Licht und

Kk ist eine Konstante, die charakteristisch ist fiir den Rubin. Logarithmiert man beide Seiten,
so ist das Resultat

11
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In(I(t))=In(1(0))—x-t.

Tragen wir In(I(t)) (y-Werte) auf gegen die Zeit ¢ (x-Werte) fiir verschiedene Zeitpunkte,
sollten die MeBpunkte auf einer Geraden liegen mit der Steigung o =—-xund als y-
Achsenabschnitt f = /n(1(0))(Fig.2). Die beste Gerade ist meistens von Auge mit Hilfe eines
Lineals sehr gut zu erfassen. Wirkliche Ausreiler sind optisch leicht zu erkennen, und
konnen auBler Acht gelassen werden. Auch eventuelle Abweichungen von einem linearen
Verhalten sind in einer Graphik sehr gut zu sehen.

Fehlerabschitzungen fiir Steigung und Achsenabschnitt erhilt man dadurch, dal man aufler
der besten Gerade, die Geraden mit maximaler und minimaler noch mit den Daten
vertriglicher Steigung einzeichnet.

Bei der rechnerischen Variante der Linearen Regression werden mit Hilfe der Methode der
Kleinsten Quadrate ein aund Serrechnet, die die Summe der Abstinde der gemessenen

Wertepaare  (x,,y, Jzur  Regressionsgeraden y = o -x+ fminimalisieren.  Geeignete
Taschenrechner oder Rechenprogramme erzeugen nach Eingabe der (x,,y, )-Paare o, £ und
ihre Fehler als Standardabweichungen o, respektive o ;. Die Formeln sind am Ende dieses
Kapitels aufgelistet. Die Vorteile der graphischen Methode sind jedoch so grof3, dal man die

rechnerische Methode i. d. Regel als Ergidnzung und Kontrolle einsetzen sollte, nicht aber als
Ersatz.

! I = i Gl =t
In (03} cg=x = 0272 002 mE
geinfijsl] =212 02

Figur 2 Lincsra fegressico
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9. Formelsammlung fiir Fehlerrechnung
1. Direkte Messung:

Es liegen n Einzelmessungen x, vor.

Arithmetischer Mittelwert: <x> = 1 X,
n =
Standardabweichung der Einzelmessung: o= \/ ! " (x, — <x> )?
n—1-,;;
Standardabweichung des Mittelwerts: m=-2
Jn
Relative Fehler: 7 ud 2

2. Indireke Messung:

f=f(ab,..); es liegen n_ ,n,,... Einzelmessungen der Variablen a,b,... mit den Fehlern

0,,0,,..;m =0, /n, ,m =0c,/n, ,..Vor:
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Arithmetischer Mittelwert:

Allgemeiner Fall:

Spezialfall I:

Wenn f =k,a+k,b+... o, =(k,0,) +(kc,) +..

m, =(k,m,)* +(km, ) +...

Spezialfall II:

~ |9
_
—
N
2 |9
—
+
<
> |@q
Ne——~
-

Wenn f =k-a”-b*...

~ |3
Il
_
7N\
S
8 |3
~—
+
<
> |§
~—
+

3. Lineare Regression:
Es liegen n Wertepaare (x,,y, )vor. Die Ausgleichsgerade sei y(x)= ax + . Summiert wird
von 1 bis .
o = in Zyz _nzxiyi
(Ex) -nXx

ﬂ= le. le.yi —Zyl_ lez
(in)2 _nzxiz

MaR fiir die Streuung der y, -Werte

, :\/z(a‘xi +ﬂ_yi)2

um die Ausgleichsgerade: 5
n —
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Standardabweichung der Steigung:

Standardabweichung des y-Achsenabschnitts:

O =0 &
a y\/nzxiz _(zxi)z

3 > x;
0,=0, nzxiz _(zxi)z
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